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 مقدمه

 مثلث کرویدر هر کند های کروی هست که بیان میی معروفی در مورد مثلثکنم. قضیهیتان نقل میابتدا داستان نوشته شدن این متن را برا

سمت دوم قاگر سعی کنیم الساقین است. چنین اگر در مثلثی دو زاویه برابر باشند آن مثلث متساویالساقین، زوایای مجاور به قاعده برابرند. هممتساوی

ابط رسیم که سینوس دو ضلع باید برابر باشند، اما با نوشتن روبه این نتیجه می کنیم و از فرمول سینوس کروی استفادهرا به اثبات برسانیم  این قضیه

د با که نزدیک تخته سیاه بودیم( که شایشوند. یک بار دو تن از دوستان از من پرسیدند )در حالیشود و دو ضلع برابر میتر میمثلثاتی دیگر حکم قوی

ا را هچیست؟ ابتدا سعی کردم آن باشد اضلاع یجا برابردر اینها که تنها جواب برابری سینوس اما شهود آن ،ثاتی درستی قضیه اثبات شودروابط مثل

 شان اثبات شود را امتداد دادم. سر در گم کنم)!( اما بعد فکری به ذهنم رسید. با گچ مثلثی روی تخته کشیدم و اضلاعی که قرار بود برابری

 
ات اثبداد پی بردم( چه داشت رخ میاما بعد به اهمیت آن یک مسئله را داشتم کردنالبته ابتدا صرفاً حس حل )باعث خرسندی شددیگری  بعدها کار

ای از تفادهاس ی کروی بدون هیچرسید هندسهنظر می. این اثبات در انتهای نوشته آمده است. بهبدون استفاده از مثلثات کروی ای منتسب به اویلرقضیه

ی برخی حقایق ریاضی دارد. پس کار را شروع کردم نتیجه اثبات شدن قضایایی بود که در این نوشته آمده های زیادی برای ارائهمثلثات هم پتانسیل

ر دبیان اصول اقلیدس  والفاظ کتاب  ازی ماروین. جی. گرینبرگ را مطالعه کردم و نوشته "های اقلیدسی و نااقلیدسیهندسه"بعدها کتاب  است.

  است.این نوشته استفاده شده و دوم ی اولصفحهنگارش 

 ایم.ها نامی گذاشتهایم استفاده کنیم، بر روی برخی از آنهایی که اثبات کردهقضیهتر از که آسانبرای آن

 تر شود.تواند بسیار دقیقبته از لحاظ ریاضی مینوشته ال

 در ادامه متن استفاده شود. تمرینمطرح شده که گاهی ممکن است از نتایج یک  نوشته در خلال یهایتمرین

-، پس تمامی مواردی که در متن اثبات آن میدر ادامه بسیار استفاده خواهد شد شودمطرح می ترین فاصلهمی کقضیه از حقایقی که در روند اثبات

ر ذهن قضیه را د جا اگر تمام زوایای اثبات، در این"ترین فاصلهی کمبنا به استدلالات قضیه" است هر جا نیاز باشد، اشاره شده د.یآید را در ذهن نگه دار

 است.بوده متن اثبات سرعت متوجه خواهید شد منظور کدام بخش ازداشته باشید به

پردازانش به بهای ناچیز مطرود شدن ی آن برای برخی از نظریهای که ارایهایم؛ آن هندسههی نااقلیدسی کردصحبتی بسیار مختصر در مورد هندسه

 است.اندیشان و نادان شناخته شدن از دید برخی بدخواهان تمام شدهتوسط برخی کوته

، توان زایایی و ایجاد دانش و اشدکه خلاق ب ی نااقلیدسی بوده و آشنایی با آن تفکریهای کوتاه ایجاد یک شهود کلی از هندسههدف ما از این اشاره

 بصیرت داشته باشد.

 تواند باشد.ی ریمانی میی کروی و هندسهی بین هندسهنسبتدر ادامه بحث شده است که چه 

 های تفکر ریاضی و ساخت یک دستگاه ریاضی بوده است. آشنایی با زیبایی ،از اهداف یچنین یکهم

ساختشان. برخی از نتایج های کروی با توجه به طریقهایجاد شهودی از خواص مثلثی روی کره بوده است. ود از هندسهتر اما ایجاد شههدف آموزشی

 ها هم کمک کند مانند همان که در بالا آمده است.تواند در حل برخی از معادلات مثلثاتی برای مثلثمی

 روی است.ی کی مسطحه و هندسهی جالب دیگر شباهت قضایای هندسهنکته

 امیدوارم که بنده را از نواقص و ایراداتم مطلع سازید.

             

 سربلند باشید!                                                                                                                                                 

                                                                                                                       shayan6azizi@gmail.com  

𝐵 

𝐴 

𝐶 

𝐷 

 ها درست باشد یعنیبه طور خلف فرض کنیم جواب دیگر برابری سینوس

 𝐴𝐵 = 180 − 𝐴𝐶 با توجه به شکل چون .𝐴𝐷 = 180°، 

 𝐶𝐷 = 180 − 𝐴𝐶 = 𝐴𝐵  و𝐵𝐷 = 180 − 𝐴𝐵 = 𝐴𝐶  و𝐵𝐶  هم که

 ض( وضنهشت باشند)ضمشترک است. پس باید دو مثلث هم

  𝐷𝐵𝐶 = 180 − 𝐴𝐵𝐶 = 𝐴𝐶𝐵 این تنها در زمانی با برابری زوایای در .

 باشد ومی 𝐵𝐶قطب  𝐴تضاد نیست که هر دو قائمه باشند که در این حالت هم 

 𝐴𝐵 = 𝐴𝐶 = 90 = 180 − 𝐴𝐵 = 180 − 𝐴𝐶 
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 ی نااقلیدسی ای کوتاه در هندسهمقدمه

 کنیم.با اصول اقلیدس آغاز می

 گذرد.می 𝑄و  𝑃وجود دارد که از  𝐿نباشد خطی یکتا مانند  منطیق 𝑃که با  𝑄ی و هر نقطه 𝑃ی هبه ازای هر نقطاصل اول(

خط باشد و پارهواقع می 𝐸و  𝐴بین  𝐵که وجود دارد چنان 𝐸ی منحصر به فردی چون نقطه 𝐶𝐷خط و هر پاره 𝐴𝐵خط ازای هر پاره بهاصل دوم(

𝐶𝐷 خط با پاره𝐵𝐸 ی دیگری امتداد داد.(خط داده شدهمیزان پارهتوان بهخط را میطور شهودی هر پارهنطباق است.)بهقابل ا 

 تعریف دایره:

 𝑂ی به مرکز باشد دایره 𝑂𝐴خط قابل انطباق با پاره 𝑂𝑃خط که پارهطوریبه 𝑃هایی مانند ی نقطهی همهاند. مجموعهداده شده 𝐴و  𝑂ی دو نقطه

 یک شعاع این دایره نام دارد. 𝑂𝑃های خطشود. هریک از پارهیمنامیده 

 وجود دارد. 𝑂𝐴و شعاع  𝑂ای به مرکز نباشد دایره منطبق 𝑂 که بر 𝐴ی و هر نقطه 𝑂ی ازای هر نقطهبهاصل سوم(

 تعریف زوایای مکمل:

 روی یک خط قرار داشته باشند مکمل هستند. 𝐴𝐶و  𝐴𝐵مشترک باشند و دوضلع  𝐴𝐷در ضلع  𝐶𝐴�̂�و  𝐵𝐴�̂�ی هرگاه دو زاویه

 ی قائمه:تعریف زاویه

 گوییم هرگاه مکملش با خودش قابل انطباق باشد.را قائمه می 𝐴𝐵�̂�زاویه 

 های قائمه قابل انطباقند.ی زاویههمهاصل چهارم(

 های اقلیدسی و نااقلیدسی(.ک: ماروین ج. گرینبرگ، هندسهر) های هیلبرت)اصل(داشتهمراه بنای که با این چهار اصل بهبه هندسه

حتمی بودن وجود خط موازی خطی دیگر گذرنده از  ی نتاریدر هندسه شود. یکی از نکات مهمی نتاری گفته میساخته شود هندسه

 ای خارج آن خط است.نقطه

 اصل پنجم؛ اصل توازی(

 ی اقلیدسی:هندسه-

 موازی باشد. 𝐿که با گذرد چنانمی 𝑃از تنها یک خط یک و غیرواقع بر آن  𝑃ی و هر نقطه 𝐿هر خط به ازای اصل توازی اقلیدسی(

 هندسه هذلولوی:-

 گذرد.می 𝑃از  𝐿که حداقل دو خط موازی با طوریوجود دارد به 𝐿غیرواقع بر  𝑃ی و یک نقطه 𝐿یک خط داشت هذلولوی(اصل توازی هذلولوی؛ بن

 است. °180هایش کمتر از شود که مثلثی وجود دارد که مجموع زاویهسرعت اثبات میا بهی بالاز قضیه

تعریف مستطیل: است و بالعکس.) °180توان نشان داد اگر مستطیل وجود داشته باشد مجموع زوایای هر مثلث برابر می ی نتاریدر هندسهاز طرفی 

 ای با چهار زاویه قائمه(چهارضلعی

 شود:اثبات می به نحوی ی زیرقبل قضیهی از دو گزاره

 گذرد.می 𝑃وجود دارد که از  𝐿موازی  حداقل دو خط، 𝐿غیرواقع بر  𝑃ی و هر نقطه 𝐿هر خط  ایبه ازی کلی هذلولوی(قضیه

 هندسه ریمانی)بیضوی(:-

 موازی باشد. 𝐿که با گذرد چناننمی 𝑃از هیچ خطی  غیرواقع بر آن 𝑃ی و هر نقطه 𝐿به ازای هر خط اصل توازی ریمانی)بیضوی( (

 ی ریمانی، نتاری نیست.پس هندسه

 ی دوبعدی.بعدی اقلیدسی)همان کره( است برای بررسی هندسه ریمانی)بیضوی(وجود بیاوریم یک الگوی سهچه سعی داریم در ادامه بهآن

کره تنها  شوداثبات می بعدی اقلیدسی قرار داد چرا کهطور کامل در فضای سهرا به ثابت( خمیدگی )باریمانیی هندسهی توان صفحهبه این ترتیب نمی

 هم سطح محدودی دارد.ی با خمیدگی مثبت و ثابت است و آنرویه

 پس الگوی ما از این نظر نقصی دارد.

ت سباشند؛ در واقع پیدا کردن الگو پاسخیمنظور از الگو پیدا کردن موجوداتی اقلیدسی است که با توجه به خصوصیاتشان معرف اشیای غیر اقلیدسی 

 "تجسم کنیم؟ از راه اقلیدسی ی نااقلیدسی را چگونه بایدهندسه"به این سوال که 

های کنیم که در شکلطوری محدود میدهیم با حفظ چهار اصل اول در بالا موجودات اقلیدسی را بهبرای آن یک دستگاه اصول موضوع تشکیل می

ل ی نتاری( مستقشود که اصل پنجم از چهار اصل اول )اصول هندسهازی صدق کنند.در واقع با ایجاد چنین الگوهای موفقی دیده مینااقلیدسی اصل تو

 است.
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کلاین و الگوهای پوانکاره؛ ر.ک: ماروین ج. -ی هذلولوی دوبعدی وجود دارند)مانند الگوهای بلترامیای برای بررسی هندسهالگوهای دوبعدی اقلیدسی

 است."شبه کره"ی دوبعدی هذلولوی بعدی اقلیدسی برای هندسهسه چنین یک الگویهای اقلیدسی و نااقلیدسی، فصل هفتم(. همرینبرگ، هندسهگ

ای هچتر بیان کنیم، مورتر و شهودیکه منظور از الگو را سادهی ریمانی دوبعدی، کره است. برای آنبعدی اقلیدسی برای هندسهسه)ناقص( یک الگوی 

ی که ابعد را دارد نه بیشتر. تجربیات هندسی را روی یک کره تصور کنید. فرض کنیم مورچه موجودی است کاملاً دوبعدی؛ یعنی تنها توانایی درک دو

ای واند از نقطهتکه مورچه هرچه تلاش کند نمیشود. مثلاً اینی ریمانی دوبعدی نتیجه میمورچه روی کره دارد همان تجربیاتی است که از هندسه

ی دوبعدی مورچه را سطح ی هندسهبعدی اقلیدسی)کره( است اما اگر صفحهخارج یک خط، خطی موازی آن رسم کند. مورچه روی یک موجود سه

 ید، او توانایی درکدانبعدی هستید میکره قرار دارد را شما که موجودی سه که مورچه رویکند. اینای نااقلیدسی تجربه میکره بگیریم مورچه هندسه

 ی چهار بعدی اقلیدسییک کره شاید بتوانندبعدی( باشد موجوداتی چهار بعدی طور اگر کیهان ما یک کیهان نااقلیدسی)و سهسه بعد را ندارد. همین

 بعدی ریمانی را با ابزارهای هندسه اقلیدسی بررسی کنند.ی سهبسازند و تجربیات ما در هندسه

 بعدی اقلیدسی برای هندسه مسطحه)دوبعدی( ریمانی:ی سهدر الگوی کره

 نقاط روی کره نقاط ریمانی است،

 دوایر عظیمه خطوط ریمانی هستند،

 های ریمانی هستند،های کروی، مثلثمثلث

 ی ریمانی است،سطح کره صفحه

 دوایر صغیره و عظیمه دوایر ریمانی هستند،

 و...

 باشند. منطبقنادو دوبهآید که وجود میای بهضلعی است که از برخورد دوایر عظیمهمشخصاً منظور از مثلث کروی، آن موجود سه

 دیگر نیاز داریم. داشتمان و مستقل ساختن براهین از نمودارها، چند بنتر ساختن هندسهبرای کامل

 است. روی کره هایهای زیر منظور از خط همان کمانداشتدربن

 بر(.)قطعهکندرا قطع می 𝐵𝐶خط قرار دارد، پاره 𝐴𝐶و  𝐴𝐵خط گذرد و بین دو پارهمی 𝐴ی داشت اول( خطی که از نقطهبن

 .قرار دارد 𝐴𝐶و  𝐴𝐵خط بین دو پارهرا قطع کند 𝐵𝐶 خط عبور کند و پاره 𝐴نشان دهید اگر خطی از تمرین: 

تر بزرگ 𝐷𝐴�̂�و  𝐵𝐴�̂�های از زاویه 𝐵𝐴�̂�ی زاویه (𝐵𝐴�̂�درون  𝐴𝐷) داشته باشدقرار  𝐴𝐶و  𝐴𝐵خط بین دو پاره 𝐴𝐷خط داشت دوم( اگر پارهبن

 است.

 بالا را اثبات کنید. داشتعکس بن :تمرین

 نهشتند.ض( همضداشت سوم( دو مثلث کروی در حالت )ضبن

 نهشتند.ض( همزداشت چهارم( دو مثلث کروی در حالت )ضبن

تک نقاط تکها از ی آندو قطب دارد که فاصلهی عظیمه که هر دایرهساختن الگومان قرار است از خواص کره استفاده کنیم، مثلاً اینتوجه کنید در 

 ی عظیمه عمودند.بگذرند، بر آن دایره ایی عظیمهو دوایر عظیمه که از قطب دایره دایره قائمه است.

 است. 4𝜋𝑅2برابر  𝑅ای به شعاع مساحت کره*

 دهیم برابر است با:نشان می 𝑆در نظر بگیرید. مساحت این مثلث که با  𝑅شعاع ای بهرا روی کره 𝐴𝐵𝐶مثلث کروی قضیه: 

                                                             𝑆 = (�̂� + �̂� + �̂� − 𝜋)𝑅2 

 باشند.زوایا برحسب رادیان می

 ا را اثبات کنید.ی بالقضیهتمرین: 

مثلثی ژئودزیک باشد)اضلاع آن 𝐴𝐵𝐶 اگر  𝐾جالب است بدانید گاوس با استفاده از هندسه دیفرانسیل نشان داد که برای سطح با خمیدگی ثابت 

 آید.دست میی زیر بهژئودزی باشند( مساحت از رابطه

                    𝐾 × 𝑆(𝐴𝐵𝐶) = �̂� + �̂� + �̂� − 𝜋 

ای با خمیدگی ثابت هکره روی برحسب رادیان هستند. که زوایا
1

𝑅2 .است 

 باشد.می°180 پس مجموع زوایای هر مثلث کروی بیش از *
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 مستطیل وجود ندارد. کرویی در هندسهقضیه: 

 ی بالا را اثبات کنید.قضیهتمرین: 

 کنیم.معرفی میمثلث قطبی تحت عنوان را موجودی 

 گوییم.می 𝐴𝐵𝐶را مثلث قطبی  ′𝐴′𝐵′𝐶ر نظر بگیرید، را د 𝐴𝐵𝐶مثلث کروی 

 

                                                                            

 

نامیم. مکان هندسی یم ′𝐵را  تر استنزدیک 𝐵. آن قطب که به چنین دارای دو قطب استکند همکره تقسیم میکره را به دو نیم 𝐴𝐶امتداد کمان 

 نامیم.می 𝐴𝐵𝐶را مثلث قطبی  ′𝐴′𝐵′𝐶گونه است. مثلث نیز همین ′𝐶و  ′𝐴نقاط 

 رو نشان دهیم، ثابت کنید:ها را با حروف کوچک رئوس روبهاگر زوایا را با حروف بزرگ رئوس و ضلع تمرین:

                                                  𝑎′ = 180° − 𝐴,    𝑏′ = 180° − 𝐵,    𝑐′ = 180° − 𝐶  
                                                   𝐴′ = 180° − 𝑎,   𝐵′ = 180° − 𝑏,    𝐶′ = 180° − 𝑐 

 نهشتند.ز( همهر دو مثلث کروی در حالت )زض: قضیه

 اثبات:

�̂� را در نظر بگیرید؛ فرض کنیم که 𝐷𝐸𝐹و  𝐴𝐵𝐶دو مثلث  = �̂�  و�̂� = �̂� چنین و هم𝑐 = 𝑓های . اگر مثلث𝐴′𝐵′𝐶′  و𝐷′𝐸′𝐹′ ترتیب به

𝐶باشند، داریم: 𝐷𝐸𝐹و 𝐴𝐵𝐶های قطبی مثلث ′̂ = 180 − 𝑐  و𝐹 ′̂ = 180 − 𝑓  بنابراین𝐶 ′̂ = 𝐹 ′̂. 

′𝑏چنین دوباره از خواص مثلث قطبی داریم: هم = 180 − �̂� ،𝑒′ = 180 − �̂� چنین و هم𝑎′ = 180 − �̂� ،𝑑′ = 180 − �̂�. 

′𝑏شود ها نتیجه میاز آن = 𝑒′  و𝑑′ = 𝑎′ پس دو مثلث .𝐴′𝐵′𝐶′  و𝐷′𝐸′𝐹′ نهشتند.زض( همدر حالت )ض 

̂′𝐴پس سایر اجزای متناظر:  = 𝐷′̂  ،𝐵′̂ = 𝐸′̂  و𝑐′ = 𝑓′. 

�̂�شود:  و سه تساوی بالا نتیجه میاز خواص مثلث قطبی  = �̂�  ،𝑎 = 𝑑  و𝑏 = 𝑒 پس دو مثلث .𝐴𝐵𝐶  و𝐷𝐸𝐹 نهشتند.زض(( هم)در حالت)ض 

 نهشتی دو مثلث کروی قابل قبول است.ز( برای همضو یعنی حالت )ز

 نهشتند.هر دو مثلث کروی در حالت )ززز( هم قضیه:

 ی بالا را اثبات کنید.قضیهتمرین:

ه از کتوان یک مثلث را کوچک و بزرگ کرد بدون اینشهودی نمیطور های متشابه وجود ندارد، بهی ریمانی مثلثکند که در هندسهن قضیه بیان میای

 شود.طور یکتا مشخص میاش بهی سه زاویهشکل کلی خود بیافتد، هر مثلث با اندازه

 د. قائمه باشن ع مذکوراضلاآن که نهشت هستند مگر اینهملزوماً و یک ضلع(  در حالت )وتر الزاویهقائم مثلث کرویهر دو قضیه: 

𝐷𝐸𝐹 ،�̂�و  𝐴𝐵𝐶یعنی اگر فرض کنیم در دو مثلث  = �̂� = 90° ،𝑎 = 𝑑  و𝑏 = 𝑒 ≠  نهشت هستند.. باید نشان دهیم دو مثلث هم90°

 اثبات:

,𝑏حالت اول(  𝑒 < 90°. 

,𝑏حالت دوم(  𝑒 > 90°. 

و  𝑃را  𝐴𝐵عبور خواهند کرد. اگر قطب  𝐷𝐸و  𝐴𝐵را در هر مثلث امتداد دهیم، از قطب اضلاع  𝐷𝐹و  𝐴𝐶های کنیم. اگر ضلعمیبا حالت اول شروع 
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𝑃𝐶بنامیم، داریم:  𝑄را  𝐷𝐸قطب  = 90° − 𝑏  و𝑄𝐹 = 90° − 𝑒چنین ؛ هم 𝑃𝐵 = 𝑄𝐸 = 𝐹𝐸. از طرفی 90 = 𝐵𝐶  زیرا فرض داریم که

�̂�جا باشند. از آننهشت میهم 𝑄𝐹𝐸و  𝑃𝐶𝐵ابرند؛ پس دو مثلث وترهای دو مثلث بر = �̂�  پس𝑐 = 𝑓  و دو مثلث𝐴𝐵𝐶  و  𝐷𝐸𝐹 بنا به حالت(

 نهشتند.     ض(( همض)ض

                                 

 

 𝐴𝐶های اگر ضلعجا که قطع کنند. از آن 𝑁و  𝑀را در نقاط  𝐷𝐸و  𝐴𝐵دهیم تا امتداد اضلاع را امتداد می 𝐷𝐹و  𝐴𝐶های هم ضلعدر حالت دوم باز 

𝑁عبور خواهند کرد؛ بنابراین،  𝐷𝐸و  𝐴𝐵را در هر مثلث امتداد دهیم، از قطب اضلاع  𝐷𝐹و  = 𝑀 = 𝐶𝑁و  90° = 180° − 𝑏  و𝐹𝑀 =

180° − 𝑒 پس .𝐹𝑀, 𝐶𝑁 < 𝐵𝐶وترها هم  ی. از برابر90° = 𝐹𝐸 پس دو مثلث .𝐶𝑁𝐵  و𝐹𝑀𝐸 نهشتند.در حالت اول که اثبات کردیم هم 

𝑁𝐶�̂�پس  = 𝑀𝐹�̂� ها یعنی های آندر نتیجه مکمل𝐴𝐶�̂�  و𝐷𝐹�̂�  برابرند و در نتیجه دو مثلث𝐴𝐵𝐶  و𝐷𝐸𝐹 نهشتند.زض( همدر حالت )ض 

 

                                                              

,𝑏اما حالتی که   𝑒 = رویشان هستند؛ پس وتر نیز قائمه است های اضلاع روبهقطب 𝐹و  𝐶. برای این حالت مثال نقض وجود دارد. در این حالت 90°

 شمار مثلث با این شرایط وجود دارد.و بی

 ها قائمه باشد.که آن زاویهنهشتند مگر آنالزاویه لزوماً در حالت )وتر و یک زاویه( همهر دو مثلث کروی قائم قضیه:

 : قضیه بالا را اثبات کنید.تمرین

 الساقین:تعریف مثلث کروی متساوی

 نامیم.نامیم. دو ضلع برابر را ساق و ضلع دیگر را قاعده میالساقین میهر مثلث کروی که دارای دو ضلع برابر باشد را مثلث کروی متساوی

 الساقین است.چنین اگر در مثلثی دو زاویه برابر باشند آن مثلث متساویجاور به قاعده برابرند. همالساقین، زوایای ممتساویدر هر قضیه: 

𝑐که در آن  𝐴𝐵𝐶در مثلث  �̂� یزاویهساز نیم = 𝑏 ساز، ضلع نیم" برقطعه "کنیم. بنابر را رسم می𝐵𝐶 ای مانند را در نقطه𝐷 کند. پس قطع می

𝐴𝐷 = 𝐴𝐷 ،𝑏 = 𝑐 𝐷𝐴�̂� = 𝐷𝐴�̂� ساز( و دو مثلث )نیم𝐴𝐵𝐷  و𝐴𝐷𝐶 نهشت و هم�̂�  و�̂� .قابل انطباق هستند 

 .ی بالا را اثبات کنیدقسمت دوم قضیهتمرین: 

 

 𝐻را  °90تر از ش کماشود پای آن عمود که اندازهوارد میدو عمود  𝐿بر  𝑃نباشد، از  𝐿قطب  𝑃را در نظر بگیرید که  𝐿ی ی عظیمهو دایره 𝑃ی نقطه

 نامیم.می

 𝑃تا   𝑄 خواهدل یی هر نقطهفاصله 𝐿روی  𝐻است و با دور شدن از 𝑃𝐻همان طول  𝐿ی تا دایره 𝑃ی ترین فاصلهکوتاه: ترین فاصلهی کمقضیه
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 یابد.افزایش می

 تر شدن درک مسئله در نظر بگیرید.نمودارهای زیر را برای آسان

 

خواه دلای را قطع کند. نقطه 𝐿ی دایره 𝐵 و  𝐴ی هاایم تا در نقطهرسم کرده( 𝐿قطب   Π) Π𝐻عمود بر  𝑃ی توجه کنید. از نقطه 1ه شکل ابتدا ب

 نامیم.می اصلهترین فی کملم قضیه حاده است. این نتیجه را 𝐻𝑃�̂� ی های اول و دوم زاویهداشت. بنابه بندر نظر گرفتیم 𝐴و  𝐻بین  𝑄مانند 

𝐻𝑄1مفروضند که  𝑄2و  𝑄1نقاط  توجه نمایید. 2حال به شکل  > 𝐻𝑄2  .خواهیم اثبات کنیم که می𝑃𝑄1 > 𝑃𝑄2   از برهان خلف استفاده .

𝑃𝑄2کنیم. فرض کنیم می > 𝑃𝑄1ای مانند صورت نقطه. در این𝑇  بر𝑃𝑄2  وجود دارد که𝑃𝑇 = 𝑃𝑄1های مثلث ی مربوط به. پس از قضیه

𝑃𝑇𝑄1̂الساقین، متساوی = 𝑃𝑄1�̂� از طرفی .𝑄1𝑃  بین𝐻  وΠ  خط حاملΠ𝐻 است پس را قطع کرده𝑃𝑄1𝑄2̂  و در نتیجه آن𝑃𝑄1�̂�  حاده

 نیز حاده است. 𝑃𝑇𝑄1̂های اول و دوم مراجعه کنید.( پسداشتاست)به بن

قطع  𝐷ی را در نقطه 𝐿ی امتداد دهیم تا دایره وصل کرده 𝑇به  Πست از رسم کنیم، کافی 𝑇𝑄1𝑄2 را در مثلث 𝑇حال اگر بخواهیم ارتفاع وارد از 

𝐷𝑄1شود. حال واقع می 𝑄2و 𝐻بین  𝐷قرار دارد،  Π𝐻و  Π𝑄2بین  Π𝑇کند. چون  < و در  𝐷𝑇𝑄1̂ترین فاصله ی کمقضیه ، پس بنابه لم90°

 منفرجه است که این با حاده بودن این زاویه در تناقض است. 𝑃𝑇𝑄1̂یعنی  باشند؛حاده می 𝑄2𝑇𝑄1̂نتیجه 

𝑃𝑄1پس  > 𝑃𝑄2 . 

  ( باشد: 2و1های )پشت کره در شکل 𝐻𝐴بیرون از  𝑄ی نقطه اما شرایط در حالتی که

𝐷𝑄1ای باشد که گونهبه 𝑇اگر در این حالت  >  چه؟ 90°

 افتد.دهیم که چنین اتفاقی نمینشان می

𝑃𝑄لزوماً  ( باشد 2و1های )پشت کره در شکل 𝐻𝐴بیرون از  𝑄ی نقطه در حالتی کهدهیم ابتدا نشان می > توجه کنید  3. برای آن به شکل 90°

 ایم.دیده 𝐴ی که در آن کره را از نقطه

-را بنابه بن 𝑃𝑄رسم کنیم، 𝑃𝐴 را عمود بر  𝐶ی دایره 𝐴ی منفرجه است )چرا؟(. پس اگر از نقطه 𝑃𝐴�̂�ی ، زاویه𝐸و  𝐴بین  𝑄ی ازای هر نقطهبه

𝑃𝐴 کند.های اول و دوم قطع میداشت = 𝑃𝑄 ( 𝐶قطب  𝑃 پس، 𝐶عمود بر  𝑃𝐴علاوه ) به 90° > 90°. 

𝑃𝑄1خواهیم اثبات کنیم که را در نظر بگیرید. می 𝑄2و  𝑄1حال شبیه اثبات بخش قبلی نقاط  > 𝑃𝑄2  کنیم. فرض خلف استفاده می . از برهان

𝑃𝑄2کنیم  > 𝑃𝑄1ای مانند صورت نقطه. در این𝑇  بر𝑃𝑄2  وجود دارد که𝑃𝑇 = 𝑃𝑄1الساقین، های متساویی مربوط به مثلث. پس از قضیه

𝑃𝑇𝑄1̂ = 𝑃𝑄1�̂� از طرفی .𝑃𝑄1�̂�  حاده است )چرا؟( پس𝑃𝑇𝑄1̂ ن است که ی مهم اینیز حاده است. در ضمن نکته𝑇 ای که توسط کرهدر نیم

𝐶  جدا شود و𝑃  در آن باشد قرار ندارد زیرا نشان دادیم برای هر𝑄  بین𝐴  و𝐸 𝑃𝑄 > منفرجه برابر نیست. کمان ای با یک حاده کمانو هیچ  90°

شود. حال واقع می 𝑄2و 𝐴بین  𝐷دارد،  قرار Π𝐴و  Π𝑄2بین  Π𝑇را رسم کنیم، چون  𝑇𝐷پس باز هم شبیه اثبات قسمت قبلی اگر ارتفاع 

𝐷𝑄1 < منفرجه است که این با حاده بودن  𝑃𝑇𝑄1̂باشند؛ یعنی حاده می 𝑄2𝑇𝑄1̂و در نتیجه  𝐷𝑇𝑄1̂ترین فاصله کمی قضیه، پس بنابه لم 90°

𝑃𝑄1این زاویه در تناقض است. پس  > 𝑃𝑄2. 

𝐴𝐵𝐶 ،�̂�اگر در مثلث  ی اجزای مکمل:قضیه = 180° − �̂� گاه آن𝑏 = 180° − 𝑐 .ی منفرجه، رو به زاویهدر ضمن در این شرایط ضلع روبه

 منفرجه است.

 اثبات:

 دیگر را قطع کنند. یک ′𝐴ی دهیم تا در نقطهامتداد می 𝐴𝐶و 𝐴𝐵𝐶  ، 𝐴𝐵در مثلث 
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 آید. دست مییم. مثلثی مطابق شکل سمت راست در زیر بهکنرا رسم می 𝐴𝐵𝐶مثلث قطبی کنیم. ی بالا را اثبات میبخش دوم قضیه

 

′𝐷𝐷جا به بعد از شکل سمت چپ بهره بگیرید. داریم از اینقطع کنند.  ′𝐷ی دیگر را در نقطهدهیم تا همرا امتداد می 𝐷𝐹و  𝐷𝐸حال اضلاع  =

که طوریدهیم بهقرار می 𝐷𝐹را روی  𝐺حاده است.  𝐷𝐸چنین جه است. هممنفر 𝐷𝐹، حاده باشد �̂� بدون کاستن از کلیت مسئله فرض کنیم. 180°

𝐷𝐺 = 𝐸𝐼قطع کند.  𝐼را در  ′𝐸𝐷و  𝐻را در  𝐸𝐹کنیم تا عمود می 𝐷𝐹به  𝐺حال از  90° = �̂� − 𝐺𝐹و  90° = 180 − �̂� − 90° =

�̂� − 𝐺𝐹، پس 90° = 𝐸𝐼  از طرفی𝐼𝐸�̂� = 180° − (180° − 𝑐) = 𝑐  و𝐻𝐹�̂� = 180° − 𝑏 = 𝑐 پس ،𝐻𝐹�̂� = 𝐼𝐸�̂� چنین و هم

𝐸𝐼�̂� = 𝐹𝐺�̂� = 𝐼𝐻نهشتند. پس هم 𝐻𝐺𝐹و  𝐸𝐼𝐻. در نتیجه دو مثلث قائمه است؟(  𝐸𝐼𝐻)چرا  90° = 𝐺𝐻اند. ها حاده. در نتیجه هر دو آن

 منفرجه است. 𝑏حاده و  𝑐د. پس تند هستن 𝐻𝐹�̂�و  𝐼𝐸�̂� ترین فاصلهی کمقضیههای اثبات پس مشابه استدلال

�̂�، منفرجه باشد �̂�حاده باشند و 𝐴𝐵 و  �̂�اگر  𝐴𝐵𝐶در مثلث  (نتیجه < 180 − �̂� . 

 ی بالا را اثبات کنید. درستی نتیجهتمرین: 

 اند.ادهنیز ح 𝑐و  𝑏حاده یا قائمه،  𝑎حاده باشند و  �̂�و  𝐴𝐵𝐶 ،�̂�اگر در مثلث  ی زوایای مجاور:قضیه

 اند.نیز منفرجه 𝑐و  𝑏حاده یا قائمه،  𝑎منفرجه باشند و  �̂�و  𝐴𝐵𝐶 ،�̂�در مثلث نشان دهید اگر تمرین:

 های مثلثی:نامساوی

 تر است.در هر مثلث مجموع هر دو ضلع از ضلع دیگر بزرگقضیه اول: 

 اثبات: 

𝑎ست نشان دهیم، مفروض است، کافی 𝐴𝐵𝐶مثلث  < 𝑏 + 𝑐 . 

  𝐴𝐵 و𝐴𝐶 ی دهیم تا در نقطهرا امتداد می𝐴′ دیگر را قطع کنند. داریم یک𝐴𝐴′ =  در زیر(چپ . )شکل سمت 180°

 کنیم، این مثلث دارای اجزای مثلث سمت راست در زیر خواهد بود.را رسم می 𝐴′𝐵𝐶حال مثلث قطبی مثلث 

𝐴 

𝐵 

𝐶 

𝐴′ 

𝐶𝐵𝐴′̂ = 180° − �̂� = �̂� ، چنین داریم هم 𝐵𝐶𝐴′̂ = 180° − �̂� = �̂�. 

در حالت  𝐴′𝐵𝐶و  𝐴𝐵𝐶بین دو مثلث مشترک است، دو مثلث  𝐵𝐶چون ضلع 

𝐴𝐵نهشتند. پس ز( هم)زض = 𝐴′𝐶  و 𝐴𝐶 = 𝐴′𝐵 چون داریم .𝐴𝐴′ = 180° 

𝑏شود ها نتیجه میاز آن = 180° − 𝑐. 

𝟏𝟖𝟎 − 𝒄 
𝟏𝟖𝟎 − 𝒃 

𝟏𝟖𝟎 − 𝑩 
𝟏𝟖𝟎 − 𝑪 

𝐷 

𝐸 

𝐹 

𝐸 

𝐷 

𝐷′ 

𝐹 
𝐺 

𝐻 
𝐼 

𝐵𝐶 (𝑃 )دهیم تا از قطب کنیم و امتداد میرسم می 𝐴𝐵𝐶را در مثلث  𝐴𝐻ابتدا ارتفاع 

نیز حاده هستند. پس بنابه  𝐻𝐵و  𝐻𝐶است، یا قائمه حاده  𝐵𝐶جا که عبور کند. از آن

𝐴𝐶، ترین فاصلهی کمقضیه < 𝑃𝐶 = 𝐴𝐵نین چو هم 90° < 𝑃𝐵 = 90°. 

𝑃 

𝐻 

𝐴 

𝐵 𝐶 
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°180توان نوشت: باشد، برای آن میمی°180 بیش از مجموع زوایای هر مثلث کروی که پس با توجه به این − 𝑎 + 𝑏 + 𝑐 > ؛ پس،     180°

 𝑏 + 𝑐 > 𝑎. 

}،      𝐴𝐵𝐶خواه برای هر مثلث دل قضیه دوم:
�̂� > �̂� + �̂� − 180°
�̂� > �̂� + �̂� − 180°
�̂� > �̂� + �̂� − 180°

 . 

 اثبات:

′𝐴𝐴دیگر را قطع کنند. داریم یک ′𝐴ی در نقطه دهیم تارا امتداد می 𝐴𝐶و 𝐴𝐵اگر باز هم مانند بخش قبل،  = 180°. 

توان باشد، میمی°180 مجموع زوایای هر مثلث کروی بیش از که با توجه به این 𝐴′𝐵𝐶با استفاده از همان شکل سمت چپ در بالا و برای مثلث 

�̂� نوشت: + 180° − �̂� + 180° − �̂� > �̂�و در نتیجه  180° > �̂� + �̂� − -همین ترتیب انجام میها هم بهاثبات مابقی نامساوی. 180°

 شود.

 ضلع و زاویه برتر:

 تر است کهکند آن ضلع بزرگی ضلع برتر بیان میداشته باشیم، قضیه رو به زوایا()اضلاع روبه اگر یک جفت ضلع و یک جفت زاویهی ضلع برتر: قضیه

 تر باشد.ی بزرگروی زاویهروبه

ر است تکند آن زاویه بزرگی زاویه برتر بیان میداشته باشیم، قضیه رو به زوایا()اضلاع روبهاگر یک جفت ضلع و یک جفت زاویه: ی زاویه برترقضیه

 تر باشد.روی ضلع بزرگروبه که

 

 دهیم:گزاره را نشان میچند ابتدا درستی 

 ار است و بالعکس.اگر در مثلثی ضلع برتر برقرار باشد، زاویه برتر نیز برقرگزاره اول( 

 برقرار باشد. 𝐶و  𝐵 رئوس را در نظر بگیرید. فرض کنیم ضلع برتر برای 𝐴𝐵𝐶مثلث 

𝑏ی برتر را نشان دهیم. فرض کنیم خواهیم درستی زاویهمی > 𝑐طور خلف فرض کنیم که:. حال به 

�̂�الف(  = �̂�الساقین ی مثلث متساوی. در این صورت بنا به قضیه𝑏 = 𝑐 تناقض است. فرض در که با 

 و یا

�̂�ب(  < �̂�ی ضلع برتر . در این صورت بنا به قضیه𝑏 < 𝑐.که با فرض در تناقض است . 

 پس زاویه برتر بر قرار است.

 شود.قسمت دوم گزاره نیز به همین طریق اثبات می

 برقرار باشد. 𝐶و  𝐵وس ی برتر برای رئرا در نظر بگیرید. فرض کنیم که ضلع و زاویه 𝐴𝐵𝐶مثلث گزاره دوم( 

 𝐴𝐵 و𝐴𝐶 ی دهیم تا در نقطهرا امتداد می𝐴′ دیگر را قطع کنند. در مثلث یک𝐴′𝐵𝐶 دهیم. درستی ضلع برتر و زاویه برتر را نشان می 

𝑨 

𝑨′ 

𝑩 

𝑪 𝟏𝟖𝟎 − 𝑪 

𝟏𝟖𝟎 − 𝑩 

𝟏𝟖𝟎 − 𝒃 𝟏𝟖𝟎 − 𝒄 

𝑨 

𝒂 

𝟏𝟖𝟎 − 𝒂 

𝑩 𝑪 

𝒄 𝑏 
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 حاده هستند. 𝐴𝐶یا  𝐴𝐵های حاده باشند، حداقل یکی از ضلع �̂�و  𝐴𝐵𝐶  ،�̂�اگر در مثلث  (ی زوایای مجاور()تعمیم قضیه گزاره سوم

𝑎 حالت ≤  بررسی کردیم. زوایای مجاوری را در قضیه 90°

𝑎حال حالتی را در نظر بگیرید که  >  𝑀را در  𝐵𝐶کند و ضلع ( عبور می𝑃) 𝐵𝐶کنیم. این خط از قطب ضلع را رسم می 𝐵𝐶. عمود منصف 90°

𝑀𝐵کند. لزوماً قطع می = 𝑀𝐶 .حاده هستند 

 

𝑎حاده باشند و  �̂�و  𝐴𝐵𝐶  ،�̂�اگر در مثلث  ره چهارم(گزا > �̂� گاهآن، 90° > 90°. 

𝐴طور خلف فرض کنیم حاده باشد. به 𝑏حاده هستند. بدون کاستن از کلیت مسئله فرض کنیم  𝑐یا  𝑏دانیم که ی سوم میاز گزاره ≤ 90°. 

𝐴اگر  = 𝑎ترین فاصله، کمی قضیهت اثبات احاده است، مشابه استدلال 𝑏، چون 90° < 90°.  

𝐴اگر  < 𝑎حاده(، 𝐴و  𝑏  ،𝐶ی زوایای مجاور)گاه بنا به قضیهآن 90° < 90°. 

 کنیم.ی برتر( بررسی میی اول زاویهچند حالت زیر را برای ضلع برتر )و بنا به گزاره

,𝐵الف( 𝐶, 𝑎 < 90°. 

,𝐵ب( 𝐶 > 𝑎و  90° < 90°. 

𝑎حاده و  𝐶و یا  𝐵پ( < 90°. 

 ت: اثبا

�̂�الف( اگر  > �̂�  باید اثبات کنیم که𝑏 > 𝑐 . 

𝑏کنیم که طور خلف فرض میبه < 𝑐ی . به اندازه𝑏  روی𝐴𝐵 خط کنیم و پارهجدا می𝐴𝐷 آیددست میبه= 𝐴𝐷�̂�  𝐷𝐶�̂�  .𝐷𝐶�̂� حاده است پس

𝐴𝐷�̂� پس حاده است نیز .𝐵𝐷�̂� ی اجزای مکمل، ی قضیهمنفرجه است. بنا به نتیجه𝐵𝐷�̂� < 180 − �̂�  در نتیجه�̂� < 180 − 𝐵𝐷�̂� =

𝐷𝐶�̂�  که این با�̂� > �̂� .در تناقض است 

 شود.ی دوم از همان حالت الف( نتیجه میب( با توجه به گزاره

 منفرجه باشد. �̂�حاده و  �̂�پ( بدون کاستن از کلیت مسئله فرض کنیم 

𝐴 

𝐵 

𝐶 

180 − 𝐵 

180 − 𝐶 

180 − 𝑏 
180 − 𝑐 

 

𝐵فرض کنیم  > 𝐶  بنابه ضلع برتر .𝑏 > 𝑐 چون .𝐵 > 𝐶                         ،

180° − 𝐵 < 180° − 𝐶 چنین چون . هم𝑏 > 𝑐  ،180° − 𝑏 < 180° − 𝑐  . 

 برقرار است پس زاویه برتر نیز. 𝐴′𝐵𝐶پس ضلع برتر در 

 

𝐴′ 

𝐵𝑀چون  کند.قطع می 𝑇را در  𝐵𝐴 ،𝑃𝑀بدون کاستن از کلیت مسئله امتداد  < 90°  

𝐵𝑇 ترین فاصلهکمی قضیهبنابه  < 𝑃𝐵 = 𝐵𝐴پس  90° < 90°. 

𝑃 

𝑀 

𝐴 

𝐵 𝐶 

𝑇 
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 شود.ی اول( اثبات میا از گزارهی برتر برای حالات بالزاویه

𝑎باشند و حاده  𝐶و  𝐵ت(  > 90°. 

𝑎باشند و  منفرجه 𝐶و  𝐵ث(  > 90°. 

𝑎باشند و  منفرجه 𝐶و یا  𝐵ج( > 90°. 

 اثبات:

𝐵کنیم تند هستند و فرض می 𝐶و  𝐵ت(  > 𝐶 مثلث قطبی .𝐴𝐵𝐶 چهارم(ی از گزاره. کنیم و اجزای آن مطابق شکل زیر استرا رسم می 

 𝐴 > °180پس ضلع . 90° − 𝐴 .حاده است  

 
 شود.ث( این حالت بنا به گزاره دوم( از ت( نتیجه می

 کنیم و مابقی اثبات مشابه آن است.را رسم می 𝐴𝐻 ارتفاع ج(مانند پ(

 رسی کنید.را که دارای اجزای قائمه باشد برهایی حالتتمرین: 

 ی لولا:قضیه

𝐴𝐵 کهطوریبهمفروضند  ′𝐴′𝐵′𝐶و  𝐴𝐵𝐶های مثلث = 𝐴′𝐵′ ،𝐴𝐶 = 𝐴′𝐶′  و𝐴 > 𝐴′ خواهیم نشان دهیم که می𝑎 > 𝑎′ . 

�̂�ی روش اول: مطابق شکل زیر زاویه − 𝐴′̂ ی را با استفاده از نقطه𝐷  به𝐴′̂ که طوریکنیم بهاضافه می𝐴′𝐷 = 𝐴′𝐶′( .𝐵′𝐴′�̂� = �̂�) 

 
 های زیر را در نظر بگیریم.حالت  ′𝐶و  ′𝐶  ،𝐵و  𝐵برای زوایای در روش دوم 

 الف( از هر مثلث حداقل یک زاویه منفرجه باشد.

𝐵 
𝐶 

𝐴  ابتدا از𝐴  به𝐵𝐶 پای عمود عمود می( کنیم𝐻و امتداد می ) دهیم. حال به

 𝐵𝐶ی از نقطه𝐶 این عمود  2و 1های داشتکنیم. از بنعمودی رسم می

 𝐴𝐵ای مانند را در نقطه𝑇 عمودهای کند. پس قطع می𝐴𝐻  و𝐶𝑇  مطابق

قطع  𝑃 ی دیگر را در نقطهشوند؛ پس بیرون مثلث مطابق شکل یکشکل می

𝑃𝐻کنند.     می = 𝐴𝐻، پس  90° < هر  �̂�و  𝐷𝐶�̂�علاوه چون به 90°

𝐴𝐵ترین فاصله،ی کمدو حاده هستند مطابق قضیه > 𝐴𝐶 . 
𝐻 

𝐷 

𝑃 

𝑇 

180 − 𝑏 180 − 𝑐 

180 − 𝐶 180 − 𝐵 

180 − 𝑎 

180 − 𝐴 

  . پسحاده هستند 𝑐یا  𝑏ی سوم( حداقل یکی از اضلاع از گزاره 

180حداقل یکی از  − 𝑏  180یا − 𝑐  منفرجه هستند. پس

 یهای ب( یا پ( از  زاویهدر مثلث رسم شده بنا به یکی از حالت

 . توان استفاده کردبرتر می

𝐵داریم  > 𝐶  180پس − 𝐵 < 180 − 𝐶از  .  در نتیجه

180ی برتر زاویه − 𝑏 < 180 − 𝑐  پس𝑏 > 𝑐. 

𝐴′ 

𝐷 𝐸 

′𝐴′𝐶چون  کند.قطع می 𝐸را در  𝐶′𝐴′�̂�  ،𝐵′𝐷ی ساز زاویهنیم = 𝐴′𝐷  و در مثلث

′𝐸𝐶اند)چرا؟(، ساز و عمودمنصف منطبقالساقین ،نیممتساوی = 𝐸𝐷  چرا؟( . پس از(

𝐸𝐶′�̂�الساقین، ی مثلث متساویقضیه = 𝐸𝐷𝐶′̂ پس .𝐵′𝐶′�̂� > 𝐵′𝐷𝐶′̂  پس بنا

𝐵′𝐷ی ضلع برتر به قضیه > 𝐵′𝐶′  ست نشان دهید که ی شماوظیفهحال𝐵′𝐷 =

𝑎. شود.و قضیه اثبات می 
𝐵′ 

𝐶′ 
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 هر چهار حاده باشند.  ′𝐶و  ′𝐵 ،𝐶 ،𝐵ب( 

 ی باز نداشته باشد.ی منفرجه داشته باشد و دیگری هیچ زاویهها تنها یک زاویهپ( یکی از مثلث

 ی حاده داشته باشد.دیگری دو زاویه ی منفرجه وها دو زاویهت( یکی از مثلث

 اثبات:

 (.𝑐یا  𝑏رو به یک ضلع است )این زاویه در هر دو مثلث روبه، نشان دهید که اگر از هر مثلث تنها یک زاویه منفرجه باشد تمرینعنوان الف( ابتدا به

𝐴باز باشند. حال چون  ′𝐵و  𝐵کنیم که حال بدون کاستن از کلیت مسئله فرض می > 𝐴′ ،180 − 𝐴 < 180 − 𝐴′های قطبی دو . حال مثلث

180دو زوایای با مقدار مشترک  مثلث را در نظر بگیرید. در آن − 𝑏 منطبق بشوند، حال  دهیم که این زوایاقرار می ها را طوریوجود دارد. پس مثلث

 طابق شکل زیر است.(قرار دارد) یعنی وضعیت م ′𝐴′𝐵′𝐶درون مثلث قطبی  𝐴𝐵𝐶دهیم مثلث قطبی نشان می

 
 باز باشند اثبات همین است. ′𝐶و  ′𝐵 ،𝐶 ،𝐵ی هم از بین چهار زاویه حالتی باشد که بیش از دو زاویهالف( در آن حال اگر 

دست آیند و داریم به ′𝐷و  𝐷دهیم تا به ترتیب نقاط امتداد می ′𝐴′𝐵′𝐶را در مثلث  ′𝐴′𝐶و  ′𝐴′𝐵و اضلاع  𝐴𝐵𝐶را در مثلث 𝐴𝐵 ، 𝐴𝐶ب( اضلاع 

𝐴𝐷 = ′𝐴′𝐷و  180° = �̂�چنین هم 180° = �̂�  و𝐴′̂ = 𝐷′̂  بنا حالت الف( برای دو مثلث .𝐵𝐷𝐶  و𝐵′𝐶′𝐷′ ،𝑎 > 𝑎′. 

 توان با استفاده از الف( اثبات کرد.پ( به همان روش ب( می

ی زوایای مجاور حداقل یکی از . بنابه تعمیم قضیه )تمرین( ، هر دو منفرجه باشند ′𝑎و  𝑎 که این حالت پیش بیاید بایدت(ابتدا توجه کنید برای آن

180ی مشترک های قطبی دو مثلث را در نظر بگیرید. زاویهحاده باشد. مثلث 𝑐حاده هستند. فرض کنیم  𝑐یا  𝑏اضلاع  − 𝑏 ها را در این مثلث

180دهیم. توجه داریم که منطبق بر هم قرار می − 𝐴 < 180 − 𝐴′.   اگر مانند حالت الف( مثلث قطبی𝐴𝐵𝐶  درون مثلث قطبی 𝐴′𝐵′𝐶′ باشد

 شود. اما اگر خلاف آن )مانند شکل زیر( باشد، ی لولا اثبات میکه مانند الف( قضیه

 

 رسی کنید.را که دارای زوایای قائمه باشد برهایی حالتتمرین: 

 ی مهم:یک قضیه

 :آید!!!(که در زیر میاویلر؛ آن منسوب به لئونارد از قضایایی اویلر )یکی قضیه

دهیم. اولاً تصویر کره تحت این تبدیل دقیقاً نمایش می 𝑇(𝐴)روی کره تحت این تبدیل را با  𝐴 ی داریم تصویر نقطه 𝑆ی روی کره 𝑇تبدیلی مانند 

180 − 𝐴 
180 − 𝐴′ 

180 − 𝑏 

180 − 𝐵 
180 − 𝐵′ 

180 − 𝑐 
𝑐 

180 − 𝑐 

180اولاً که گفتیم  − 𝐴 < 180 − 𝐴′ ی اویهپس مطابق شکل دو ز𝑐  و

180 − 𝑐 180علاوه اضلاعداریم و به − 𝐵  180و − 𝐵′  حاده هستند،پس با

180های ی اجزای مکمل محل برخورد اضلاعی که اندازهتوجه به قضیه − 𝐵  و

180 − 𝐵′ 180ی دارند بیرون زاویه − 𝑏   است. پس مثلث قطبی𝐴𝐵𝐶  درون

-ی دارد؛ یعنی مجموع زوایای کمترباشد پس مساحت کممی′𝐴′𝐵′𝐶 مثلث قطبی 

180تری دارد:      − 𝑏 + 180 − 𝑎 + 180 − 𝑐 < 180 − 𝑎′ + 180 − 𝑏 + 180 − 𝑐 

𝑎پس  > 𝑎′. 

180 − 𝑎 
180 − 𝑎′ 

180 − 𝑎 

180 − 𝑎′ 

180 − 𝑐 

180 − 𝑏 

180 − 𝐶 

180 − 𝐶′ 

180 − 𝐴 
180 − 𝐴′ 

180 − 𝐵 

180 − 𝐵′ 

هستند پس ، هر دو منفرجه  ′𝑎و  𝑎اشاره کردیم که در چنین حالتی  

180 − 𝑎  180و − 𝑎′ های هر دو حاده هستند پس بنابه استدلال

( در  𝑊𝑋�̂�مطابق شکل )بیرون  𝑋𝐻ارتفاع  ترین فاصلهی کمقضیه

.چون کنیموصل می 𝑊به  𝑋قرار دارد. از  𝐴𝐵𝐶مثلث قطبی مثلث 

180 − 𝐶 < ترین فاصله ی کم، پس مشابه اثبات قضیه180

𝐻𝑊�̂� > 180 − 𝑎  180پس − 𝑎′ > 180 − 𝑎  و در نتیجه

𝑎 > 𝑎′.  
 𝑐 

𝑋 

𝑌 

𝑊 

𝐻 

𝑍 Do
wn

lo
ad

ed
 f

ro
m

: w
ww

.ic
os

m
o.

ir
Do

wn
lo

ad
ed

 f
ro

m
: w

ww
.ic

os
m

o.
ir

Do
wn

lo
ad

ed
 f

ro
m

: w
ww

.ic
os

m
o.

ir
Do

wn
lo

ad
ed

 f
ro

m
: w

ww
.ic

os
m

o.
ir



𝐴𝐵تحت تبدیل ناورداست )صلب، ایزومتری(؛ یعنی:  𝐵و  𝐴مانند باشد. در ثانی طول کمان واصل هر دو نقطه ی قبلی میهمان کره = 𝑇(𝐴)𝑇(𝐵) 

𝑇(𝑃) طوریکه روی کره قرار دارد، به 𝑃ای مانند خواهیم نشان دهیم نقطهمی = 𝑃. 

-دهیم. به همین ترتیب میمایش مین𝐵 را با ای است روی کره، آننیز نقطه ، 𝐴 ،𝑇(𝐴)ی را روی کره در نظر بگیرید. محل تصویر نقطه 𝐴ی نقطه

:𝐶 نامیم:  𝑇(𝐵) = 𝑇(𝑇(𝐴))  و𝐷: 𝑇(𝐶) = 𝑇(𝑇(𝐵)) = 𝑇(𝑇(𝑇(𝐴))). 

,𝐵در ذهن داشته باشید که  𝐶, 𝐷 های تبدیل𝐴, 𝐵, 𝐶 .هستند 

,𝐵𝐶ی  پس دوایر عظمیه 𝐶𝐷 ی  های دوایر عظمیهتبدیل𝐴𝐵, 𝐵𝐶. 

 𝐵𝐶و  𝐴𝐵های ی تلاقی عمود منصفاز نقطه 𝐶𝐷دهیم که عمود منصف را در نظر بگیرید. نشان می 𝐶𝐷 و 𝐴𝐵  ،𝐵𝐶های های کمانعمود منصف

  کند. گذر می

 ی عظیمه است، تصاویر نقاط رو به رو به هم، رو به رو به هم است.ی عظیمه یک دایرهکه تصویر دایرهاول این

  شود :تبدیل حفظ می اینی عظیمه تحت ی بین دو دایرهکه زاویهدوم این

 

 

 

  

 

 

 

𝑃𝐴که )آن نامیممی 𝑃را   𝐵𝐶و  𝐴𝐵های ی تلاقی عمود منصفنقطه ≤  𝑄دهیم که کند. نشان میقطع می 𝑄را در  𝐶𝐷 ،𝑃𝐶. عمود منصف ( 90°

𝑃𝐴منطبق است. با توجه به شکل و از خاصیت عمود منصف  𝑃بر  = 𝑃𝐶 = 𝑃𝐵 . 

𝐴𝐵از صلب بودن  = 𝐵𝐶 = 𝐶𝐷 چه در بالا نشان دادیم و طبق آن𝐴𝐵�̂� = 𝐵𝐶�̂� . 

𝑃𝐵�̂�. پس نهشتندض( همض)ضدر حالت 𝑃𝐵𝐶 و  𝐴𝐵𝑃های مثلث = 𝑃𝐵�̂� از طرفی .𝑃𝐶�̂� = 𝑃𝐵�̂�  و داریم𝐴𝐵�̂� = 𝐵𝐶�̂�  در نتیجه

𝑄𝐶�̂� = 𝑃𝐶�̂� های و مثلث𝑄𝐶𝐻  و𝑃𝐶𝐼 نهشتند. پس یه و ضلع بین همدر حالت دو زاو𝑄𝐶 = 𝑃𝐶  و𝑄  بر𝑃  .منطبق است 

𝑃𝐵در نهایت هم  = 𝑃𝐶 = 𝑃𝐷 . 

𝐴 

𝐵 

𝐶 
را در نظر بگیرید. تصویر  ییبرای فهمیدن چرایی آن ابتدا شکل بالا

هاست.  )چون برخورد تصویر دایره عظیمه هایمحلیکی از  𝐴ی نقطه

ی صفر نظر گرفت(. از صلب بودن: ی منطبق با فاصلهتوان دو نقطهمی

𝑇(𝐴)𝑇(𝐵) = 𝑇(𝐴)𝑇(𝐶)و  90° = . پس وضعیت  90°

𝑇(𝐵) , 𝑇(𝐶)است )تصویر  ین، مطابق شکل زیر𝐶  ًمثلا𝐷   نیست

ی بین تصویر دو دایره چون این با صلب بودن منافات دارد.( پس زاویه

ی یعنی زاویه 𝐵𝐶است که بنابه صلب بودن همان 𝑇(𝐵)𝑇(𝐶)عظیمه 

 باشد.ی عظیمه میبین دو دایره

 
𝑇(𝐴) 

𝑇(𝐵) 

𝑇(𝐶) 
𝐷 
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𝐴 
𝐵 𝐶 𝐷 

𝑃 𝑄 

𝐻 
𝐼 

وجود داشته  𝑋ای مانند حال بنا به ایزومتری بودن تبدیل، باید نقطه

𝑋باشد که  = 𝑇(𝑃)  و 𝑋𝐵 = 𝑋𝐶 = 𝑋𝐷 که𝑃  خود این خاصیت

 ا سهجی صغیره با شعاع یکسان)اینرا دارد. تنها توجه کنید که سه دایره

𝑋𝐵است و شعاع  𝐷و  𝐶و  𝐵ای که مرکزهاشان دایره = 𝑋𝐶 = 𝑋𝐷 

مشترکند پس در چنین  اگر منطبق نباشند حداکثر در یک نقطه دارند.(

𝑋 است. 𝑃همان  𝑋ی حالتی نقطه = 𝑇(𝑃) = 𝑃. 

ای  هی صغیرافتد و چنین دایرهاما باید نشان دهیم که اتفاق بالا می

𝑋𝐵وجود دارد؛  = 𝑋𝐶 = 𝑋𝐷  .وجود دارد که هر سه قائمه نباشند

𝑋𝐵قرار باشد تنها  𝐴ازای هر اگر به = 𝑋𝐶 = 𝑋𝐷 وجود آیند، قائم به

ی عظیمه و تصویرش روی هم قرار بگیرند)چون همواره باید یک دایره

(. گویی دوایر عظیمه همگی باید قائمه بشوند 𝑃𝐶𝐻و  𝑃𝐶𝐼باید زوایای

چرخند. که این با صلب بودن منافات دارد. تحت تبدیل روی خودشان ب

سادگی مثال نقض بزنید.(پس چون یک تبدیل تنها بهتمرین )به عنوان 

𝑇(𝑃)برای هر ورودی دارد  خروجییک  = 𝑃. 
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