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Solution 1 

������ = sin � sin � + cos� cos � ⇒ cos �� = cos ��� − �� ⇒ �sin �� = sin�� − �� = sin� cos � − cos� sin � 
sin � = sin� cos � + cos� sin � cos � ⇒����� sin � = sin� cos �� ⇔ sin� = sin �cos �� 

sin z� sin δ + cos z� cos δ = sin� = sin �cos �� �� !�!"#�$% �&'( )�*++++++++++++, cot � = csc �� sec �� − cot ��  

cos z� sin� − sin z� cos� = sin � = sin � cos �� �� !�!"#�$% �&'(/�*+++++++++++++, cot � = cot �� − cos �� csc ��  

Solution 2 (figure in appendix) 

 

sin�90 − 2�sin� = sin�90��sin�90� − �� ⇒ cos2 = sin � sec �  
Solution 3 

sin� cos3 = cos� tan � + sin3 cos ��90 �� ⇒ cos3 = cot � tan ��, cos ℎ = − tan� tan � ⇒ cos ℎ cos3 = − tan� � 
⇒ cos ℎ cos3 + tan� � = 0  
3�7�8$�98" = 102�. 320�, ℎ�7�8$�98" = 66�. 158 ⇒ ∆B = 2C24E39F ���GHIJGKL�MGNI� ÷�.���PQR*++++++, 2C24E . 3 ± 0E. 1  
Solution 4 (figure in appendix) 

∆J = TΔM ⇒ ΔV = −TΔM sin � ≡ −T��GX���∆3�, cos � = sin � sin � + cos� cos � cos3 �!YY9�"Z!8Z!"#*++++++++++, 
sin ��∆� = cos� cos � sin3 ∆3�, sin �cos � = − sin3sin � ⇒ ∆3 = −∆�sin � cos � ⇒ ΔV = T�∆��cos� = 5�NGLI/ℎ�\J360�24�ℎ�\J]^̂ ^_^̂ ^`�Q

���� − ���� sec �  

Solution 5 (figure in appendix) 

a = 90� − � = bc + cd, cosbc cos3 = sinbc cot�90� − �� − sin3 cot� 90� ⇒ tanbc = cot � cos3� ⇒ bc = V 
sin 3since = sin 90�sin�90� − �� ⇒ since = sin3 cos � ⇒ ce = f, cos cd cos f + sin f sincd cos 90� = cos � ⇒ 
cos cd = cos � sec f� ⇒ a = Vghi + cosj��cos � sec f�]^̂ ^̂ ^_^̂ ^̂ ^`ik  

Solution 6 (figure in appendix) 

eel = cosj��−58 �, cos eel = sin � sin �l + cos � cos �l cos�m − ml� ⇒m − ml = 3l − 3 = 60� = 4C�GHIJGKL�MGNI 
÷�.���PQR*++++++, 3C59E21F ���LKJ�NIKX�MGNI 
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Solution 7 

sin �cos � = sin ncos � ⇒ sin� = cos � sec � sin n ⇒ �E8o: n = 90� ⇒ �E8o = sinj��cos � sec ��  
Solution 8 

qB ≡ rsB = sB ± L = rs�B + 12CN = 3�se + 12C ± L, 3�se = 9C27E ≔ 3, eB = v�se + 3�se = 9C48E 
sin � = sin� sin K + cos K cos � cos � ⇒ � = 5�. 41 �, sin K = sin� sin � + cos� cos � cos3 ⇒ 3 = 2C15E8F 
eB = 3 + m ⇒ m = 7C32E52F �, eMKJ:�wJ��f�X, m�asG�  
Solution 9 

3 = 3x9��"y!zC ± L ⇒ 3 = 19C4E, sin K = sin� sin � + cos� cos � cos3 ⇒ K = 37�. 92  
sin �cos � = − sin3cos K ⇒ � = 58�. 0  
Solution 10 

�E8o = sinj��cos � sec �� ⇒ � = cosj��cos � sin �E8o� ⇒ � = 60�  
Solution 11 

cos � = sin� sin � + cos� cos � cos3 �!YY9�"Z!8Z!"#*++++++++++, sin ��∆� = cos� cos � sin3�∆3 ⇒ ∆3 = sin �cos � cos � sin3 ∆� 
sin �cos � = − sin3sin � ⇒ ∆3 = −∆�sin � cos � ⇒ ∆3 = ∆� csc� sec �  
Solution 12 

sin K = sin � sin � + cos� cos � cos3 �!YY9�"Z!8Z!"#*++++++++++, cos K�∆K = cos� sin ���∆� − sin� cos � cos3�∆� − cos� cos � sin3�∆3 
cos K cos � = cos� sin � − sin� cos � cos3, sin �cos � = − sin3cos K ⇒ − sin3 cos � = sin � cos K 
cos K�∆K = cos K cos ��∆� + cos K sin � cos ��∆3 ⇒ ∆K = ∆� cos � + ∆3�sin � cos ��  
Solution 13 

cos K cos � = cos� sin � − sin� cos � cos3, sin K = sin� sin � + cos� cos � cos3 ,3: �MI 
�!YY9�"Z!8Z!"#*++++++++++, cos K�∆K = �cos � sin ��� − sin� cos � cos3��∆� = cos K cos��∆� ⇒ ∆� = ∆Kcos� 
sin � = sin K sin� + cos K cos � cos � ⇒ cos � = sin � − sin K sin�cos K cos� ⇒ ∆� = ∆K cos K������sin � − sin K sin �  
Solution 14 
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tan {m − ml2 − |} = tan ~m − ml2 � − tan |
1 + tan �m − ml2 � tan | = sin��l − ��sin��l + �� cot�m′ − m2 � ≔ � 

⇒ tan | = tan ~m − ml2 � − �
1 + � tan�m − ml2 � =

tan ~m − ml2 � − sin��l − ��sin��l + �� cot�m′ − m2 �
1 + sin��l − ��sin��l + �� cot�m′ − m2 � tan�m − ml2 �]^^^^^^_^^^^^^`j�

F!E�7!Y%!"#�*++++++++, 

 

= tan ~m − ml2 � sin �l cos � + tan ~m − ml2 � cos �l sin � − sin �l cos � cot ~ml − m2 � + cos �l cos �� cot ~ml − m2 ��sin �l cos � + sin �l cos � − sin �l cos � + cos �l sin �  

=
sin �l cos ��

��
���
��
�
tan ~m − ml2 � + cot ~m − ml2 �]^̂ ^̂ ^̂ ^̂ _^̂ ^̂ ^̂ ^̂ `

��(����� �� �&'( ��]^̂ ^̂ ^̂ _^̂ ^̂ ^̂ `���������� ��
���
��
�
+ cos �l sin � �

��
��
��
��
tan ~m − ml2 � − cot ~m − ml2 �]^̂ ^̂ ^̂ ^̂ _^̂ ^̂ ^̂ ^̂ `

��(�j��� ��j� ��& ��&'( ��]^̂ ^̂ ^̂ ^_^̂ ^̂ ^̂ ^`�� ������������������ ��
��
��
��

2 cos �l sin �� = tan �l cot � − cos�m − ml�sin�m − ml�  

�GX�� cos3 = cos� tan � + sin3 cot ��, �GX�� cos3′ = cos � tan �′ + sin3′ cot �l, � = �l, 3l − 3 = m − ml�  
⇒��GX�� cos3 − cos� tan �sin3 = �GX�� cos3′ − cos � tan �′sin 3′ ⇒ tan �l = sin � sin3 cos3l − sin� sin3l cos3 + cos� sin3l tan �sin3 cos�  

= � sin� sin�3 − 3l� + cos � tan � sin��3l − 3� + 3�sin3 cos� , 3 − 3′ = m′ − m� 
= −sin� sin�m − m′� + cos � tan � sin�m − m′� cos3 + cos� tan � cos�m − m′� sin3sin3 cos�  

tan | =�−sin � sin�m′ − m� + cos� tan � sin�m − m′� cos3 + cos� tan � cos�m − m′� sin3sin3 cos� cot � − cos�m − ml�sin�m − ml�  

= �− tan� cot � + cos3sin3 = sin |cos | ⇒ −tan� cot � cos | + cos3 cos | = sin3 sin | �⇒ cos�| + 3� = tan� cos | cot �  
Solution 15 (figure in appendix) 

V = ℎ�cot K�����)������, f = ℎ�cot K�����,)��� 
sin K = sin� sin � + cos� cos � cos3�, sin � = sin K sin � + cos K cos � cos �� ⇒� 
� � = 0� ⇒ K�����)���� = ±�90� − ��� = � ⇒ sin K�����,)�� = &'( �&'(/ ⇒ K�����,)�� = 2   ⇒ V = ℎ cot ��, f = ℎ cot2� ⇒� V = f tan2 tan�  
Solution 16 (figure in appendix) 
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� = 0�, � = 180� + ¡, �GX�� cos3 = cos� tan � + sin3 cot � ⇒ tan3 = sin� tan ¡ � 
sin K = sin� sin � + cos� cos � cos3 ⇒)�¢��� � = K�����)���� = ±�90� − ��, £ = ℎ cot K�����)���� sin ¡ = ℎ tan� sin ¡  
Solution 17 (figure in appendix) 

�:¤I�M = 90� ⇒ � = 0�, m = tanj��91��N�. tan 30�1.6�¥N � = 0�. 019, sin Vsin 120� = sin msin 10� ⇒ V = 0�. 094�, ∆B = V360� × 24C ≅ 22.5��  
Solution 18 

cos � cos ΔL2 = sin � cot�90� − �� − sin ΔL2 cot 90� ⇒ tan � tan� = cos ΔL2  
cos38��� = − tan � tan�� ⇒ bB = 2 × �180� − cosj��− tan � tan�]^̂^_^̂^`

j��&©ª�
�� = 2ΔL2 ⇒ bB = ΔL  

Solution 19 (figure in appendix) 

«Vf�¬ = ­cos�δ�cos� m − ¡�cos � sin�m − ¡�sin � ®� , ­V′f′�′® = ¯cos�δ′�cos� m′ − ¡′�cos �′ sin�m′ − ¡′�sin �′ °� , ­V′f′�′® = ­1 0 00 cos G sin G0 − sin G cos G® «
Vf�¬ 

⇒�
±²³
²́ Vl = V� ⇒ cos�δ′�cos� m′ − ¡′� = cos�δ�cos� m − ¡�fl = f cos G + � sin G �⇒ cos �′ sin�m′ − ¡′� = cos � sin�m − ¡� cos G + sin � sin G��l = �−f sin G + � cos G �⇒ sin �′ = �− cos � sin�m′ − ¡′� sin G + sin � cos G

  
cos� δ′�cos� m′ − ¡′� = −0.740cos �′ sin�m′ − ¡′� = −0.466sin �′ = 0.485 , µ sin �′ = 0.485� ⇒ �l = 29�0′cos� δ′�cos� m′ − ¡′� = −0.740� ⇒ ml = 262�47l�J�327�12′�cos �′ sin�m′ − ¡′� = −0.466� ⇒ ml = 327�12′�J�82�48l   ⇒ ml = 327�12l ��,���� �l = 29�0′  
Solution 20 

e�L\MG�X�5 ⇒ 90� − � = tanj��tan ¶ cos3� + cosj��sin Kcos f�, sin f = sin ¶ sin3 ⇒ � = 90� − tanj��tan ¶ cos3� − cosj��sin Kcos f� 
� = ���� + ¶�·�·¶���� + ¶�2 �·��·¶� ���� +⋯ ,���� = 90 − tanj��tan 0� cos3� − cosj�� sin Kcos 0�� = K 

~·�·¶���� =
¹
ºº
»− 1cos� ¶ cos31 + tan� ¶ cos�3 + −sin f sin Kcos� f ·f·¶

¼1 − sin� Kcos� f ½
¾¾
¿
���

= −cos3 

{·��·¶ }��� = �−~2 sin ¶cosQ ¶ cos3� �1 + tan� ¶ cos�3� − � 1cos� ¶ cos3��2�cos�3 sin ¶cosQ ¶ ��1 + tan� ¶ cos�3��  
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+
¼1 − sin� Kcos� f «−cosQ f − 2 cos f sin� fcosÀ f sin K ~·f·¶�� + −sin f sin Kcos� f ·�f·¶�¬ − ~−2 sin� K� sin fcosQ f�

2¼1 − sin� Kcos� f
�− sin f sin Kcos� f ·f·¶�

1 − sin� Kcos� f ���� 
�sin f���� = 0�, �cos f���� = 1�, ~·f·¶���� = sin3� , {·�f·¶�}��� = 0� ⇒ {·��·¶�}��� = �0 + ±cos K�Á−sin K sin� 3Â − 0cos� K = ∓tan K sin� 3 
8zz��Z!"#�*+++++++, �� = ���� + ¶�·�·¶���� + ¶�2 �·��·¶����� +⋯ = K − ¶ cos3 + ¶�2 tan K sin� 3 +⋯ 98�!8"F�ZÄ�89z�F�zÄ"�F*++++++++++++++++, 
� sin 1′′ = K sin 1′′ − ¶ sin 1′′ cos3 + �¶ sin 1′′��2 tan K sin�3 +⋯ ⇒� � ≅ K − ¶ cos3 + ¶�2 tan K sin�3 sin 1′′�  
Solution 21 

cos � = sin� sin � + cos� cos � cos3� , � = �¢�� +3�H�H3�¢�� +3�2 �H��H3��¢�� +3Q6 �HQ�H3Q�¢�� +3À24 �HÀ�H3À�¢�� +⋯ , �¢�� = � − � 
Å�9! 8Z!"#�E8!"�YÄ9EÆ78*++++++++++++++++++, − sin � H�H3 = −cos� cos � sin3 ⇒ �H�H3�¢�� = 0 
Å�9! 8Z!"#�YÄ9EÆ78�8$Ä �*+++++++++++++++++++, − cos �� ~H�H3�� − sin �� H��H3� = −cos� cos � cos3 ⇒ �H��H3��¢�� = cos� cos �sin �¢�� = cos� cos �sin�� − �� = 
Å�9! 8Z!"#�YÄ9EÆ78�8$Ä �*+++++++++++++++++++, sin �� ~H�H3�Q−2�cos � H�H3� H��H3� − cos � H�H3� H��H3�]^̂ ^̂ ^̂ ^̂ ^̂ _^̂ ^̂ ^̂ ^̂ ^̂ `

jQ���& Ç��Ç�¢���Ç�¢�
− sin �� HQ�H3Q = cos� cos � sin3 ⇒ �HQ�H3Q�¢�� = 0 

Å�9! 8Z!"#�YÄ9EÆ78�8$Ä �*+++++++++++++++++++, cos �� ~H�H3�À + 3 sin �� ~H�H3�� H��H3� + 3 sin �� ~H�H3�� H��H3� − 3 cos �� {H��H3�}� − 3 cos �� H�H3 HQ�H3Q − cos �� H�H3 HQ�H3Q 

−sin �� HÀ�H3À = cos� cos � cos3 ⇒ �HÀ�H3À�¢�� = − cos� cos � + 3 cos �¢���H��H3��¢���sin �¢�� = −cos� cos �sin�� − �� − 3 cot�� − �� cos� � cos� �sin��� − �� � 
⇒ �H��H3��¢�� = m�2 sin� 32 ≅ �2�m�3� � , �HÀ�H3À�¢�� ≅ −2�m�3� − 12 cot�� − �� m��3À = −2�m�3� − 24�m�� 

⇒ � ≅ �� − � + 3��0� + 3�2 2�m�3� + 3Q6 �0� + 3À24 ~−2�m�3� − 2�m�3� − 24�m�� ≅ �� − � + È1 − 3�12]̂ _̂`≅�
Ém� − �m� ⇒ �� ≅ � − � + m� − m�  

Solution 22 

sin � = sin K sin� + cos K cos � cos ��, sin � = sin � sin Ê� ⇒������ sin � sin Ê = sin K sin�� ⇒ � � = sinj��sin Ê sin � csc K�  
Solution 23 
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�GX�� cos3 = cos� tan � + sin3 cot � ⇒/�ÀË�,����� cos3� = tan ��, 24C > 3� > 12C ⇒ sin3� = −Í1 − tan� �� 
cos3� = − tan� tan �� ⇒/�ÀË� cos3� = − tan ��, 0C < 3� < 12C ⇒ sin3� = Í1 − tan� � 
cos�� 3� − 3�� = cos3� cos3� + sin3� sin3� = − tan� � − 1 + tan� � ⇒ � cos�� 3� − 3�� = −1 ⇒ 3� − 3� = 12C: �MI � 
Solution 24 

e�L\MG�X�7 ⇒ ��E8o: n = 90��, cos�90� − K� cos n = sin�90� − K� cot�90� − �� − sin n cot � ⇒Ï���� tan�E8o = 1tan � cos K� 
sin �cos � = sin ncos � = − sin3cos K ⇒ sin3 = −cos K sin �E8ocos � , sin �E8o = cos �cos �� 

� = �E8o + Ð3 − 3�ÑÒÓÔ �H�H3��ÑÒÓ]^̂_^̂`�
+ {3 − 3�ÑÒÓÕÖÖ×ÖÖØZ }�

2 �H��H3���ÑÒÓ +⋯ ⇒�∆� ≅ M�2 �H��H3���ÑÒÓ 

�GX�� cos3 = cos� tan � + sin3 cot �� ��9! 8Z!Ä"*++++++, − sin� sin3 = cos3 cot � − sin3sin� � H�H3 ��9! 8Z!Ä"*++++++, 
−sin � cos3 = − sin3 cot � − sin3sin� � H�H3 − cos3sin� � H�H3 + 2�sin3 cos �sinQ � H�H3 − sin3sin� � H��H3� ⇒����¢�ÙÑÒÓ�� sin � cos3 − sin3 cot �E8o = 
cos � tan � = sin3sin� �E8o �H

��H3���ÑÒÓ ⇒ �H��H3���ÑÒÓ = cos� tan � �sin� �E8osin 3 −جاگذاري= sin� � tan�E8o ⇒�∆� ≅ − M�2 sin� � tan �E8o 
98�!8"F�ZÄ�F�zÄ"�F�8"��89z�F�zÄ"�F*++++++++++++++++++++++++++, ∆� sin 1′′ ≅ − �15�M sin 1′′��2 sin� � tan�E8o ⇒ ∆� ≅ −15�M�2 sin 1′′ sin� � tan�E8o  
Solution 25 

sin �cos � = sin ncos � = −sin3sin � , cos� cos � = sin � cos � − cos � sin � cos n , ��L\MG�X�21 ⇒ H�H3 = −sin � cos � = −sin n cos � 
sin � cos n = sin � cos � − cos� sin � cos3 ��9! 8Z!Ä"*++++++,−cos � cos n sin n cos �ÕÖÖ×ÖÖØj��Ç�¢ − sin � sin n HnH3 = −cos� sin � sin3 = sin � sin n sin � 
⇒ HnH3 = −�cos � cos n cos � − sin � sin ���sin � ⇒ HnH3 = cos� cos� csc � �, H��H3� = HH� �H�H3� = − cos n cos �� HnH3�  
sin � cos � = sin n cos �� ��9! 8Z!Ä"*++++++, cos � cos � H�H3 = cos � cos n HnH3 = cos � cos n cos � cos �� csc � = cos � cos n� cos� cos ��sin �  

⇒ H�H3 = cos � cos nsin � ��9! 8Z!Ä"*++++++,� H��H3� = cos �� – sin n sin � HnH3 + cos n cos � H�H3sin� �  

Solution 26 
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cos3 = − tan� tan � = − sin� sin �cos � cos � ⇒ 1 − cos3 = 2 sin�32 =1 + sin� sin �cos � cos � = cos� cos � +�sin� sin �cos � cos � = cos�� − ��cos� cos �  
1 + cos3 = 2 cos�32 = 1 − sin� sin �cos � cos � = cos� cos � −�sin � sin �cos � cos � = cos�� + ��cos � cos � ⇒ tan� 32 = cos�� − ��cos�� + ��  
Solution 27 

cos3� = − tan� tan �� � , cos3 = − tan� tan ��, 23� = 3�, cos�23� = − tan� tan � = 2 cos�3 − 1 = 2 tan� � tan� ��� − 1� 
⇒ tan� tan � = 1 − 2 tan� � tan� ��  
Solution 28 

cos3 = − tan� tan � ⇒ sin3 = −Í1 − tan� � tan� � � ,� cos3� = − tan� tan �� ⇒sin3� = −Í1 − tan� � tan� ��� 
cos�3 − 3�� = cos3 cos3� + sin3 sin3� = tan� � tan � tan �� + Í1 + tanÀ � tan� � tan� �� − tan� � tan� � − tan� � tan� ���� FÛ9*, 
1 − sin��3 − 3�� = 2 tanÀ � tan� � tan� �� + 1 − tan� � tan� � − tan� � tan� �� +� 
2�tan� � tan� � tan� ��Í1 + tanÀ � tan� � tan� �� − tan� � tan� � − tan� � tan� ���� 
⇒ 2�tan� � tan� � tan� �� cos�3 − 3�� − 1 + sin��3 − 3�� = �−1 + tan� � tan� � + tan� � tan� �� � , 3 − 3� = m� − m� ⇒×�����/

 

2 tan� � tan� �� cos�m� − m�� − cot� � + ��M���sin��m� − m�� = �− cot� � + tan� � + tan� �� 
⇒ cot� � sin��m� − m�� = tan� � + tan� �� − 2 tan� � tan� �� cos�m� − m��  
Solution 29 

cos �8��� = sin �cos � , cos38��� = − tan� tan � �!YY9�"Z!8Z!"#*++++++++++,−sin �8��� ∆�8��� = cos ��∆�cos � �, − sin38��� �Δ38���]̂ _̂`E = −sin�cos� cos� � �Δδ 
sin �cos � = − sin3cos K ⇒ sin �8��� = − sin38��� cos � ⇒ N = sin�cos � cos� � cos���sin �8���cos δ ∆�8��� ⇒98��ZÄ�E!"F ∆�8��� = 15N cos� � csc�  
Solution 30 

sin K = sin � sin � + cos� cos � cos3 ⇒ÜÛÆ8ZÄ9 sin�−18�� = cos � cos3 ⇒ 3 = cosj��− sin 18� sec ��� 
3 − Ý2 = sinj��sin 18� sec ��, ∆B = 2 �3 − Ý2� = 2� sinj��sin 18� sec �� ⇒98�!8"F�ZÄ�CÄÆ9F�� ∆B = 12Ý sinj��sin 18� sec ��  
Solution 31 

��L\MG�X�35 ⇒ 2�cos�� sin� B2 = 1 − cos ¡ cos�nl − n� ⇒ B = Þ�nl − n� ⇒ ~ HBH�nl − n��ßÑÒÓ
= 0 

��9! 8Z!Ä"*++++++,2�cos� � sin B2 cos B2 HBH�nl − n� = cos ¡ sin�nl − n� ⇒~ �ß��Ï�jÏ��àÑáâ�� �GX�nl − n�ßÑÒÓ = 0 ⇒ cos�nl − n�ßÑÒÓ = 1 
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2�cos� � sin� BE8o2 = 1 − cos ¡ = 2 sin� ¡2 ⇒ BE8o = 2 sinj�� sin ¡2cos�� ⇒���R��,98�!8"F�ZÄ�CÄÆ9F BE!" = 215 sinj��sin 9� sec ��  
Solution 32 

sin K = sin � sin � + cos� cos � cos3 ⇒ cos3 = − sin 18� − sin� sin �cos � cos �]^̂ _^̂ `ã�
, − sin 18� − sin � sin � < 0 ⇔ ä�ä < 18� 

⇒ cos3 < 0 ⇒ 3 > 90�, B = 23 ⇒ B > 180���J� B > 12C  
Solution 33 

sin K = sin � sin � + cos� cos � cos3 ⇒
±²³
²́cos3 =−sin ¡ − sin � sin�−� + |�cos � cos�−� + |�

cos3′ =− sin ¡ − sin � sin�−��cos� cos�−��
  �� , sin | ≅ |�, cos | ≅ 1�, 3 < 3′ ⇒ cos3 > cos3′ 

−sin ¡ − sin� sin�−� + |�cos� cos�−� + |� > − sin ¡ − sin� sin�−��cos� cos�−�� ⇒ − sin ¡ + sin� sin � − | sin � cos �cos � + | sin � > − sin ¡ + sin � sin �cos � ⇒ 
−sin ¡ cos � + sin � sin � cos � − �| sin� cos� � > �− sin ¡ cos � − | sin ¡ sin � + sin � �GX � cos � + | sin � sin� � ⇒ 
| sin ¡ sin � > | sin � ⇒ sin ¡ sin � > sin�  
Solution 34 

� > 90� − � − 18� ⇒ �� > 90� − �� + 18��, sin � = sin � sin å, å = 360�365 H 
�åF = sinj��cos�� + 18��sin � � ⇒ B = æ2 365360� �90 − åF�ç = è7336 cosj��cos�� + 18��sin � �é  
Solution 35 

sin K = sin � sin � + cos� cos � cos3�, cos K cos n = sin � cos � − cos� sin � cos3�, sin ncos � = −sin3cos K  

±³
´ K = 0 ⇒ cos3l = −sin � sin �cos � cos � �, cos n′ = sin � cos � − cos� sin � cos3′ , sin nl = −sin3′ cos�
K = −¡ ⇒ cos3 = −sin ¡ − sin� sin �cos � cos � �, cos n = sin� cos � − cos� sin � cos3cos ¡ , sin n = −sin3 cos�cos ¡

  ������������ , 3 − 3l = B 
cos�nl − n� = cos n cos nl + sin n sin nl = 
~sin � cos � − cos� sin � cos3cos ¡ � �sin � cos � − cos� sin � cos3l� + ~−sin3 cos�cos ¡ � �−sin3l cos �� = 
1cos ¡ Ásin� � cos� � − sin� cos � sin � cos ���cos3 + cos3l� + sin� � cos�� cos3 cos3l + cos�� sin3l sin3Â = 
1cos ¡ Ásin� � cos� � + sin� sin � sin ¡ + 2�sin� � sin� � − cos� � cos� � cos3 cos3l + cos�� cos�3 − 3l�Â = 
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1cos ¡ Ásin� � cos� � + sin� sin � sin ¡ + 2�sin� � sin� � − sin� sin � sin ¡ − sin� � sin� � + cos� � cos�3 − 3l�Â = 
1cos ¡ Ásin� � + cos�� cos�3 − 3l�Â = 1cos ¡ Á1 − cos����1 − cos�3 − 3l��Â = 1cos ¡ �1 − 2 cos� � sin� {3 − 3l2 }� ⇒ 

cos ¡ cos�nl − n� = 1 − 2 cos�� sin� B2 ⇒ 2�cos� � sin� B2 = 1 − cos ¡ cos�nl − n�  
Solution 36 

� sin � = sin � cos � − sin � cos � sin mcos � cos å = cos m cos �cos � sin å = sin � sin � + cos � cos � sin m  ⇒ µ sin � = −0.276� ⇒ � = −16�2′cos � cos å = 0.048� ⇒ å = 87�10l�J�272��50′�cos � sin å = 0.960� ⇒ å = 87�10l�J�92�50l   ⇒ � � = −16�2′ �, å = 87�10l  
Solution 37 

cos � cos å = cos m cos � �⇒ cos � = cos m cos �cos å , cos � sin å = sin � sin � + cos � cos � sin m ⇒ tan å = sin � sin � + cos � cos � sin mcos m cos �  

tan å� = tan å� ⇒ sin �� sin � + cos �� cos � sin m�cos m� cos �� = sin �� sin � + cos �� cos � sin m�cos m� cos �� ⇒ 
sin �� sin �� cos m� cos �� +�cos �� cos � sin m� cos m� cos �� = sin �� sin �� cos m� cos �� +�cos �� cos � sin m� cos m� cos �� ⇒ 
cos �� cos �� cos � sin�m� − m�� = sin ���cos m� cos �� sin �� − cosm� cos �� sin ��� 
⇒ sin�m� − m�� = tan ���cos m� tan �� −cos m� tan ���  
Solution 38 

cos � cos å = cos m cos � , m: �MI �!YY9�"Z!8Z!"#*++++++++++, − sin � cos å�Δ� − cos � sin å�Δå = −cosm sin ��Δ� ⇒ê�� Δå = cos m sin ��Δ�sin å  

sin2sin m = sin �sin � �, sin 2sin � = sin 90�sin Δ� �⇒ ∆� = �sin 2� = � sin �ë≅�&'( ì &'( �
sin m sin � ⇒ Δå = � cos m sin � sin λ sin εsin å sin m sin � = � sin � cot m  

Solution 39 

tan � = tan �sin�Ý2 − −2ï� = tan �cos 2ï ≅ tan �
1 − �2ï��2 ≅ tan ���1 + 2ï�� ⇒ � ≅ tanj�� tan � + 2ï� tan �� 

tanj��V + ΔV� − tanj� V ≅ ΔV1 + V� ⇒ tanj��tan � + 2ï� tan �� − tanj��tan �� ≅ 2ï� tan �1 + tan �� =
2ï� sin �cos �1cos� � = ï� sin 2� 

⇒ �� − � ≅ ï� sin 2� ⇒ � ≅ � + ï� sin 2�  
Solution 40 

cos re = sin �x sin �F + cos �x cos �x cos�mx − mF� = cos 90� = 0 ⇒ cos�mx − mF� = − tan �x tan �F�,� tan �F = tan � sin mF�� 
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⇒ cos mx cos mF + sin mx sin mF = − tan �x tan � sin mF ⇒ tanmF = − tan �x tan � + sin mxcos mx � , tan mF = tan åF cos � 
⇒ tan åF = − tan �x tan � + sin mxcos mx cos � ⇒ �µåF = 0�. 84 ⇒ 22�NKJ�ℎ

åF = 180�. 84 ⇒ �2مهر   
Solution 41 (figure in appendix) 

ðsin ¡�HJ = cos ��Hmcos ¡�HJ = �−H� �, sin ¡cos ��   = sin�m − m��sin J ⇒ sin ¡ = cos �� sin�m − m�� csc J ⇒ � cos ��Hm = cos �� sin�m − m�� csc J �HJ  
sin J cos ¡ = sin �� cos � − cos �� sin � cos�m − m�� ⇒ H� = Ácos �� sin � cos�m − m�� − sin �� cos �Â csc J�HJ  
Solution 42 

B = mñ + 3ñ �, mñ = 18C , �ñ = Ý2 − �, cos � = sin� sin � + cos� cos � cos3,3 = B − 18C 
⇒� �ñ = cosj��sin� cos � − sin � cos � sin B�  

Notes: 

............................................................................................................................................................................................... 

............................................................................................................................................................................................... 

............................................................................................................................................................................................... 

............................................................................................................................................................................................... 

............................................................................................................................................................................................... 

............................................................................................................................................................................................... 

............................................................................................................................................................................................... 

............................................................................................................................................................................................... 

............................................................................................................................................................................................... 

............................................................................................................................................................................................... 

............................................................................................................................................................................................... 

 

The End. 
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