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 مقدمه -0

بپردازیم. هنگامی  عکس مجذوری در این نوشتار قصد داریم که به مساله زمان در مدارهای تحت نیروی گرانش

�⃗�تحت تاثیر نیروی جاذبه با رابطه  𝑚که ذره ای با جرم  = −
𝜇𝑚

𝑟2
�̂� با شرایط اولیه مشخص (𝑟1⃗⃗⃗ ⃗ , 𝑣1⃗⃗⃗⃗⃗)  شروع

𝑟2⃗⃗⃗⃗)به شرایط ثانویه  𝑡∆ به حرکت می کند پس از طی مدت زمان  , 𝑣2⃗⃗⃗⃗⃗)  رابطه می رسد. هدف ما این است که

 ( را بیابیم. 𝜇بین شرایط اولیه و ثانویه و زمان سپری شده و ثوابت مساله ) 

نیم. این قانون بیان می کند که بردار مکان ذره در زمان های برای حل این مساله از قانون دوم کپلر استفاده می ک

مساوی مساحت های مساوی جاروب می کند یا به عبارت دیگر نرخ جاروب مساحت ثابت است. این قانون در واقع 

را به صورت زیر تعریف  ( ℎبیان دیگر قانون پایستگی تکانه زاویه ای است. اندازه تکانه زاویه ای واحد جرم ) 

 کنیم:می

ℎ ≡
|�⃗⃗�|

𝑚
= |𝑟 × �⃗�| = |𝑟�̂� × (�̇��̂� + 𝑟�̇�𝜃)| = |𝑟2�̇��̂�| = 𝑟2�̇�                   (1) 

 از طرفی میتوانیم نرخ جاروب مساحت توسط بردار مکان را به صورت زیر تعریف کنیم:

𝑑𝐴

𝑑𝑡
=

1

2

𝑟2𝑑𝜃

𝑑𝑡
=

1

2
𝑟2�̇� →

𝑑𝐴

𝑑𝑡
=

1

2
ℎ                                           (2)  

 

 dt( مساحت جاروب شده در زمان کوتاه 1 شکل

 بنابراین برای محاسبه زمان سپری شده تنها کافی است که مساحت جاروب شده را یافت:

𝑑𝑡 =
2

ℎ
 𝑑𝐴 →  ∫ 𝑑𝑡

𝑡2

𝑡1

=
2

ℎ
∫ 𝑑𝐴

𝑟2

𝑟1

→  ∆𝑡 =
2

ℎ
 ∆𝐴             (3) 
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 زمان در مدارهای دایروی -1

 می توانیم بنویسیم: 3با استفاده از رابطه  𝑎با شعاع  در مدار دایروی

∆𝑡 =
2

√𝜇𝑎
 
𝑎2

2
 ∆𝜃 = √

𝑎3

𝜇
∆𝜃                 (4) 

 زمان در مدارهای بیضوی -2

𝑡در مدار های بیضوی برای راحتی ما مبدا زمان را در نقطه حضیض فرض می کنیم یعنی در زمان  = فرض  0

ضوع کلیت مساله را تحت تاثیر قرار نمی دهد زیرا در می کنیم جسم در حضیض قرار دارد. دقت کنید که این مو

جسم از حضیض تا آن مبدا می رسد صورتی که مبدا دیگری مد نظر ما باشد به راحتی می توان مدت زمانی که 

 را محاسبه کرد و از زمان محاسبه شده کم کرد.

 و شناخت بهتر بیضی آنومالی ها -2-1

 شده و پارامترهای مربوط با آن از مفاهیم زیر استفاده می شودبرای بیان بهتر رابطه میان زمان طی 

: به زاویه ای که جسم نسبت به کانون از حضیض مدار طی کرده است آنومالی حقیقی ( θآنومالی حقیقی) -

 گویند.می

( : به زاویه ای که محل تصویر جسم روی دایره کمکی نسبت به مرکز بیضی 𝐸آنومالی خروج از مرکزی ) -

 حضیض مدار طی کرده است آنومالی خروج از مرکزی می گوینداز 

 

 (آنومالی های حقیقی و خروج از مرکزی2 شکل
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 ( : به زاویه ای فرضی که از لحظه ای که جسم روی حضیض قرار دارد با آهنگ ثابت𝑀آنومالی میانگین ) -

پیدا می  2𝜋و هنگامی که جسم یک دور در مدارش زده مقدار  از مقدار صفر شروع به افزایش می کند

 کند آنومالی میانگین می گویند.

 آنومالی خروج از مرکزی رابطه نزدیکی با مختصات دکارتی نقاط بیضی دارد:

𝑥 = 𝑎 sin 𝐸           ,         𝑦 = 𝑏 cos 𝐸                    (5) 

با  𝐸باشد. همچنین  𝐸روب شده به صورت تابع صریحی از همین رابطه نزدیک موجب می شود که مساحت جا

 استفاده از دایره کمکی تعریف می شود. در مورد دایره کمکی می دانیم که قضیه زیر برقرار است:

𝑆𝑉

𝑄𝑉
=

𝑏

𝑎
→  

𝐴𝑆𝑉𝑃

𝐴𝑄𝑉𝑃
=

𝑏

𝑎
                   (6) 

 هامشخصی دارد می توان رابطه ای یافت که این پارامتر 𝐸و  𝜃 و 𝑟با توجه به این که هر نقطه روی بیضی مقدار

𝑟و همچنین معادله قطبی بیضی)  𝜃و  𝑟با توجه به تعریف  را به هم تبدیل کند. =
𝑎(1−𝑒2)

1+𝑒 cos 𝜃
( می توانیم 

 بنویسیم:

𝑥 = 𝑎𝑒 +
𝑎(1 − 𝑒2)

1 + 𝑒 cos 𝜃
cos 𝜃       , 𝑦 =

𝑎(1 − 𝑒2)

1 + 𝑒 cos 𝜃
sin 𝜃              (7) 

 یافت: روابط زیر رامی توان و با کمک رابطه قطبی بیضی  7و  5قرار دادن روابط  با متحد

tan
𝜃

2
= √

1 + 𝑒

1 − 𝑒
tan

𝐸

2
        , 𝑟 = 𝑎(1 − 𝑒 cos 𝐸)                       (8) 

 همچنین در مورد آنومالی میانگین با استفاده از قانون سوم کپلر می توان نوشت:

𝑀 ≡ 2𝜋
𝑡

𝑇
= 2𝜋

𝑡

√
4𝜋2𝑎3

𝜇

=
𝑡

√
𝑎3

𝜇

                   (9) 

 ∎را اثبات کنید. 8و  6و  5روابط  تمرین: 

 معادله کپلر -2-2

و محاسبه زمان لازم است که ابتدا مساحت جاروب شده را بیابیم. هنگامی که جسم  3برای استفاده از رابطه 

 را جاروب کرده است. FSPمی رسد مساحت  Sبه نقطه  P( از نقطه 2)شکل 
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𝐴𝐹𝑆𝑃 = 𝐴𝐹𝑆𝑉 + 𝐴𝑆𝑉𝑃                     (10) 

(6) → 𝐴𝑆𝑉𝑃 =
𝑏

𝑎
 𝐴𝑄𝑉𝑃 =

𝑏

𝑎
 (𝑎2

𝐸

2
−

𝑎2

2
sin 𝐸 . cos 𝐸)

=
𝑎𝑏

2
(𝐸 − sin 𝐸 . cos 𝐸)             (11) 

𝐴𝐹𝑆𝑉 =
1

2
(𝑥 − 𝑎𝑒)𝑦 =

1

2
(𝑎 cos 𝐸 − 𝑎𝑒)(𝑏 sin 𝐸)

=
𝑎𝑏

2
(sin 𝐸 . cos 𝐸 − 𝑒 sin 𝐸)                   (12) 

 اهیم داشت:خو 12و  11و  10از ترکیب روابط 

𝐴𝐹𝑆𝑃 =
𝑎𝑏

2
(𝐸 − 𝑒 sin 𝐸)                      (13) 

 خواهیم داشت: 3و با استفاده از رابطه 

𝑡 =
2

√𝜇𝑎(1 − 𝑒2)

𝑎2√1 − 𝑒2

2
(𝐸 − 𝑒 sin 𝐸) = √

𝑎3

𝜇
(𝐸 − 𝑒 sin 𝐸)              (14) 

 می گوییم تبدیل می شود: "معادله کپلر"به شکل کوتاهتر زیر که به آن  14رابطه  9با استفاده از رابطه 

𝑀 = 𝐸 − 𝑒 sin 𝐸                    (15) 

  جمع بندی -2-3

در تمام مواردی که ما با مساله زمان در مدار بیضی شکل روبرو هستیم می توانیم مساله را ساده کنیم و آن را به 

 کنیم: مساله تبدیلدو این یکی از 

 برسد؟ Sمدت طول می کشد که جسم از حضیض به نقطه  چه -

 موقعیت جدید جسم کجاست؟ tجسمی در حضیض است پس از طی شدن زمان  -

حل مستقیمی دارد که با جایگذاری در مساله اول راه  قابل حل می باشند. 8و  15این مسائل به کمک روابط 

از روش های عددی برای حل معادله کپلر )مانند روش روابط جواب را به ما می دهد. اماّ برای مساله دوم باید 

 رافسون و روش تقریب های متوالی ( استفاده کرد. -نیوتن

Do
wn

lo
ad

ed
 f

ro
m

: w
ww

.ic
os

m
o.

ir
Do

wn
lo

ad
ed

 f
ro

m
: w

ww
.ic

os
m

o.
ir

Do
wn

lo
ad

ed
 f

ro
m

: w
ww

.ic
os

m
o.

ir
Do

wn
lo

ad
ed

 f
ro

m
: w

ww
.ic

os
m

o.
ir



www.cel-mech.ir 

 

 
7 

در حال دور شدن از خورشید می  0.3سال و خروج از مرکز  2جسمی در مداری بیضوی با دوره تناوب تمرین: 

واحد نجومی از  1.8خورشید به فاصله واحد نجومی از  1.3باشد. چقدر طول می کشد که این جسم از فاصله 

 ∎خورشید برسد؟

ساعت به دور زمین می باشد و کمترین ارتفاع  17ماهواره ای در حال حرکت در مداری با دوره تناوب تمرین: 

ساعت پس از زمانی که ماهواره در دورترین فاصله خود از  3این ماهواره از سطح زمین برابر با شعاع زمین است. 

 ∎قرار دارد فاصله ماهواره از سطح زمین و اندازه سرعت آن را بیابید.سطح زمین 

 خطپارهحالت خاص مسیر  -2-4

یه تکانه زاو انرژی منفی و  هنگامی که جسمی تحت تاثیر جاذبه بدون سرعت اولیه رها می شود و یا به هر دلیل

𝑒ای صفر باشد آنگاه  = 𝜃در تمام لحظات  است و 1 =  است. 180°

tanنمی توان از رابطه وارد در این م
𝜃

2
= √

1+𝑒

1−𝑒
tan

𝐸

2
استفاده کرد. در این مواقع مناسب است  𝐸برای یافتن  

𝑟که مستقیما از رابطه  = 𝑎(1 − 𝑒 cos 𝐸)   ،𝐸 .را محاسبه کرد 

 فرض کنید زمین ناگهان از حرکت متوقف شود و به سمت خورشید سقوط کند. تمرین: 

 زمین به درون خورشید سقوط کند؟الف( چند روز طول می کشد که 

 ∎زمین چه مسافتی را طی می کند؟ پس از شروع سقوط ام 20ام تا روز  10ب( از روز 

 زمان در مدارهای سهموی -3

برای مدار سهموی نیز مانند مدار بیضوی مبدا زمان را حرکت از حضیض در نظر می گیریم ولی برخلاف مدار 

یان زمان طی شده و آنومالی حقیقی پیدا کرد و نیازی به تعریف آنومالی بیضوی می توان رابطه ای مستقیم م

 را می دانیم که به صورت زیر است:خروج از مرکزی نیست. معادله سهمی در دستگاه های دکارتی و قطبی 

𝑟 =
2𝑝

1 + cos 𝜃
                     (16) 

𝑦 =
𝑥2

4𝑝
                           (17) 

𝑝فاصله حضیض سهمی است. )  𝑝، 17و  16که در روابط  = 𝐴𝐹 ) 
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 می رود. Bبه  Aنقطه حضیض مدار است. جسم از  Aکانون سهمی است و  F( شماتیکی از مدار سهموی . 3 شکل

 معادله بارکرِ -3-1

 ( را بیابیم. 𝐴𝐴𝐵𝐹باید ابتدا مساحت جاروب شده )  3برای استفاده از رابطه 

𝐴𝐴𝐵𝐹 = 𝐴𝐴𝐵𝐶 + 𝐴𝐶𝐵𝐹 = 𝐴𝐴𝐷𝐵𝐶 − 𝐴𝐴𝐷𝐵 + 𝐴𝐶𝐵𝐹                      (18) 

𝐴𝐴𝐷𝐵𝐶 = 𝑥𝐵 . 𝑦𝐵 = 𝑥𝐵 .
𝑥𝐵

2

4𝑝
=

𝑥𝐵
3

4𝑝
                               (19) 

𝐴𝐴𝐷𝐵 = ∫ 𝑦 𝑑𝑥
𝑥𝐵

0

= ∫
𝑥2

4𝑝
 𝑑𝑥

𝑥𝐵

0

=
𝑥𝐵

3

12𝑝
                     (20) 

𝐴𝐶𝐵𝐹 =
1

2
 (𝑝 − 𝑦𝐵). 𝑥𝐵 =

1

2
𝑝𝑥𝐵 −

𝑥𝐵
3

8𝑝
                      (21) 

 گیریم:نتیجه می 21تا  18از روابطه 

𝐴𝐴𝐵𝐹 =
𝑥𝐵

3

4𝑝
−

𝑥𝐵
3

12𝑝
+

1

2
𝑝𝑥𝐵 −

𝑥𝐵
3

8𝑝
=

1

2
𝑝𝑥𝐵 +

𝑥𝐵
3

24𝑝
                     (22) 

 می توانیم استفاده کنیم: 16همچنین از رابطه 

𝑥𝐵 = 𝑟 sin 𝜃 = 2𝑝
sin 𝜃

1 + cos 𝜃
= 2𝑝 

2 sin
𝜃
2

cos
𝜃
2

2 𝑐𝑜𝑠2 𝜃
2

= 2𝑝 tan
𝜃

2
                 (23) 

 داریم: 23و  22با ترکیب روابط 
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𝐴𝐴𝐵𝐹 =
1

2
𝑝 (2𝑝 tan

𝜃

2
) +

(2𝑝 tan
𝜃
2

)3

24𝑝
= 𝑝2 (tan

𝜃

2
+

𝑡𝑎𝑛3 𝜃
2

3
)                 (24) 

 استفاده کنیم و مدت زمان طی شده را بدست بیاوریم: 3حالا میتوانیم از رابطه 

𝑡 =
2

√2𝜇𝑝
𝑝2 (tan

𝜃

2
+

𝑡𝑎𝑛3 𝜃
2

3
) = √

2𝑝3

𝜇
(tan

𝜃

2
+

𝑡𝑎𝑛3 𝜃
2

3
)                 (25) 

زمان را بر  25له کپلر برای مدار های سهمی است. رابطه می گویند که مشابه معاد "معادله بارکرِ"به رابطه فوق 

 دهد می توان رابطه آنومالی حقیقی بر حسب زمان را نیز پیدا کرد.حسب آنومالی حقیقی می

𝜃 = 2 𝑡𝑎𝑛−1 (√𝑍 + √𝑍2 + 1
3

−
1

√𝑍 + √𝑍2 + 1
3

)                  (26) 

 به صورت زیر تعریف می شود: 𝑍،  26که در رابطه 

𝑍 =
3

2
√

𝜇

2𝑝3
𝑡                      (27) 

 ∎را اثبات کنید. 26، رابطه 25با استفاده از رابطه تمرین: 

 ∎( بدست آورید. 16را با انتگرال مساحت با استفاده از رابطه قطبی سهمی) 24رابطه تمرین: 

 جمع بندی -3-2

 :برای مدار های سهموی هم مانند مدار های بیضوی با دو نوع مساله روبرو هستیم

 برسد؟ Bچه مدت طول می کشد که جسم از حضیض به نقطه  -

 موقعیت جدید جسم کجاست؟ tجسمی در حضیض است پس از طی شدن زمان  -

می توان به ترتیب مسائل نوع اول و دوم را حل کرد. با توجه به ظاهر پیچیده رابطه  26و  25با استفاده از روابط 

و سخت بودن به خاطر سپردن آن می توان مساله نوع دوم را با کمک روش های حل عددی معادله بارکر  26

 های متوالی( حل کرد. رافسون و روش تقریب-)مانند روش نیوتن
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نسبت به سطح زمین پرتاب می کنیم )از چرخش زمین و اثرات  40°جسمی را با سرعت فرار و با زاویه تمرین: 

 جو صرفنظر کنید(

 الف( پس از یک ساعت فاصله جسم از سطح زمین چقدر است؟

 ∎کیلومتر از سطح زمین می رسد؟  10000ب( چه مدت پس از پرتاب، جسم به فاصله 

 زمان در مدارهای هذلولوی -4

آن به صورت زیر  ملاحظه می کنید. معادله دکارتی و قطبی 4هذلولی یکی از مقاطع مخروطی است که در شکل 

 است:

𝑥2

𝑎2
−

𝑦2

𝑏2
= 1                          (28) 

𝑟 =
𝑎(𝑒2 − 1)

1 + 𝑒 cos 𝜃
                           (29) 

خروج از مرکز هذلولی  𝑒نیم قطر کوچک هذلولی و  𝑏نیم قطر بزرگ هذلولی،  𝑎که در روابط فوق طبق تعریف 

𝑒است )  > (. تعریف جدیدی که در هذلولی با آن روبرو هستیم خط مجانب است. هر هذلولی دو مجانب دارد 1

𝑟که در حد  →  هذلولی به مجانب ها میل می کند. ∞

 

 ی( یک شاخه از هذلول4 شکل
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 توابع هیپربولیک -4-1

 شوند:به صورت زیر تعریف می 𝑐𝑜𝑠ℎو  𝑠𝑖𝑛ℎدو تابع 

sinh(𝑥) =
𝑒𝑥 − 𝑒−𝑥

2
  , cosh(𝑥) =

𝑒𝑥 + 𝑒−𝑥

2
                   (30) 

(. این 31علت شباهت نام این دو تابع به سینوس و کسینوس تعاریف مختلط سینوس و کسینوس است)رابطه 

 که این توابع اتحادهایی مشابه )ولی متفاوت( با اتحاد های مثلثاتی داشته باشند.شباهت تعاریف موجب می شود 

sin(𝑥) =
𝑒𝑖𝑥 − 𝑒−𝑖𝑥

2𝑖
  , cosh(𝑥) =

𝑒𝑖𝑥 + 𝑒−𝑖𝑥

2
                   (31) 

 را به طور مشابه تعریف کرد: 𝑐𝑜𝑡ℎو  𝑡𝑎𝑛ℎمی توان توابع 

tanh(𝑥) =
sinh 𝑥

cosh 𝑥
=

𝑒𝑖𝑥 − 𝑒−𝑖𝑥

𝑒𝑖𝑥 + 𝑒−𝑖𝑥
                         (32) 

coth(𝑥) =
cosh 𝑥

sinh 𝑥
=

𝑒𝑖𝑥 + 𝑒−𝑖𝑥

𝑒𝑖𝑥 − 𝑒−𝑖𝑥
                         (33) 

 مشاهده کنید. 5نمایش گرافیکی این توابع را می توانید در شکل 

 راحتی اثبات کرد: ( می توان اتحاد های زیر را به33و  32و  30با استفاده از تعریف توابع هیپربولیک )معادله های 

𝑐𝑜𝑠ℎ2𝑥 − 𝑠𝑖𝑛ℎ2𝑥 = 1                        (34) 

cosh(2𝑥) = 𝑐𝑜𝑠ℎ2𝑥 + 𝑠𝑖𝑛ℎ2𝑥                           (35) 

sinh(2𝑥) = 2 sinh 𝑥 . cosh 𝑥                               (36) 

𝑐𝑜𝑠ℎ2𝑥 =
cosh(2𝑥) + 1

2
 , 𝑠𝑖𝑛ℎ2𝑥 =

cosh(2𝑥) − 1

2
                (37) 

tanh
𝑥

2
=

sinh 𝑥

1 + cosh 𝑥
                            (38) 

𝑑 sinh 𝑥

𝑑𝑥
= cosh 𝑥    ,    

𝑑 cosh 𝑥

𝑑𝑥
= sinh 𝑥                 (39)  

 ∎را اثبات کنید.  39تا  34روابط  تمرین:
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 ( توابع هذلولوی )هیپربولیک(5 شکل

 هذلولی کمکی -4-2

آنومالی خروج از مرکزی، از دایره کمکی استفاده کردیم. در هذلولی هم برای تعریف آنومالی در بیضی برای تعریف 

ای است که قطر بزرگ آن منطبق خروج از مرکزی از یک هذلولی کمکی استفاده می کنیم. هذلولی کمکی هذلولی

معادله است.(  90° )زاویه بین مجانب های آن ،است 2√بر قطر بزرگ هذلولی اصلی است و خروج از مرکز آن 

 این هذلولی در دستگاه دکارتی به صورت زیر خواهد بود:

𝑥2

𝑎2
−

𝑦2

𝑎2
= 1 → 𝑥2 − 𝑦2 = 𝑎2                 (40) 

از هذلولی به محور تقارن عمود کنیم و ادامه دهیم تا هذلولی کمکی را قطع کند  Bاگر در هر نقطه دلخواه قضیه: 

( آنگاه 6)شکل 
𝐴𝐵

𝐴𝐶
=

𝑏

𝑎
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 ( هذلولی کمکی6 شکل

 هذلولی کمکی است. yبرابر با مولفه  ACهذلولی است و طول  yبرابر با مولفه  ABطول  اثبات:

𝐴𝐵 = 𝑏√
𝑥𝐴

2

𝑎2
− 1 =

𝑏

𝑎
√𝑥𝐵

2 − 𝑎2                     (41) 

(39) → 𝐴𝐶 = √𝑥𝐵
2 − 𝑎2                     (42) 

 داریم: 42و  41با استفاده از روابط 

𝐴𝐵

𝐴𝐶
=

𝑏
𝑎

√𝑥𝐵
2 − 𝑎2

√𝑥𝐵
2 − 𝑎2

=
𝑏

𝑎
                     (43) 

نیز برابر با  ACDبه مساحت  ABDقضیه فوق این نتیجه را در بر دارد که نسبت مساحت 
𝑏

𝑎
 است یعنی: 

𝐴𝐴𝐵𝐷

𝐴𝐴𝐶𝐷
=

𝑏

𝑎
                          (44) 

 تعریف می شود: ( به صورت زیر𝐹برای هذلولی آنومالی خروج از مرکزی )

cosh 𝐹 =
𝑥

𝑎
                         (45) 

 شود که:نتیجه می 34( و اتحاد 28با توجه به رابطه دکارتی هذلولی )رابطه 
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sinh 𝐹 =
𝑦

𝑏
                        (46) 

ی دیگر برخلاف حالت بیضی که آنومالی خروج از مرکزی آن یک زاویه بود برای هذلولی آنومالی خروج از مرکز

 را می یابیم: ACDابتدا مساحت  𝐹یک زاویه نیست. برای یافتن تعبیر هندسی 

𝐴𝐴𝐶𝐷 = ∫ √𝑥2 − 𝑎2 𝑑𝑥
𝑥=𝑥𝐵

𝑥=𝑎

= 𝑎2 ∫ √𝑐𝑜𝑠ℎ2𝑓 − 1 . 𝑑𝑐𝑜𝑠ℎ𝑓
𝐹

0

=  𝑎2 ∫ 𝑠𝑖𝑛ℎ2𝑓
𝐹

0

𝑑𝑓 

 استفاده می کنیم: 37از اتحاد 

𝐴𝐴𝐶𝐷 = 𝑎2 ∫
cosh(2𝑓) − 1

2

𝐹

0

𝑑𝑓 =
𝑎2

2
(
1

2
sinh 2𝐹 − 𝐹) 

 استفاده می کنیم: 36از اتحاد 

𝐴𝐴𝐶𝐷 =
𝑎2

2
(sinh 𝐹 . cosh 𝐹 − 𝐹)                          (47) 

 

 ( به نتیجه جالبی می رسیم:7را محاسبه کنیم )شکل  ODCاگر مساحت 

𝐴𝑂𝐷𝐶 = 𝐴𝑂𝐴𝐶 − 𝐴𝐴𝐶𝐷                     (48) 

𝐴𝑂𝐴𝐶 =
1

2
𝑥 (√𝑥2 − 𝑎2) =

𝑎2

2

𝑥

𝑎
√(

𝑥

𝑎
)2 − 1 =

𝑎2

2
cosh 𝐹 . sinh 𝐹       (49) 

(47), (48), (49) → 𝐴𝑂𝐷𝐶 =
𝑎2

2
𝐹 → 𝐹 =

2

𝑎2
𝐴𝑂𝐷𝐶              (50) 

 را حساب کنیم خواهیم داشت: ODEحال اگر مساحت 

𝐴𝑂𝐷𝐸 =
𝑎2

2
→ 𝐹 =

𝐴𝑂𝐷𝐶

𝐴𝑂𝐷𝐸
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 است ODCمتناسب با مساحت ناحیه  F( نمایش آنومالی خروج از مرکزی هذلولی. 7 شکل

 (38نیز به صورت زیر بدست می آید: ) با استفاده از اتحاد  𝐹با  𝜃و  𝑟رابطه 

𝑦

𝑎 + 𝑥
=

𝑏 sinh 𝐹

𝑎(1 + cosh 𝐹)
= √𝑒2 − 1 tanh

𝐹

2
                (51)  

𝑦

𝑎 + 𝑥
=

𝑎(𝑒2 − 1)
1 + 𝑒 cos 𝜃

sin 𝜃

𝑎 + 𝑎𝑒 −
𝑎(𝑒2 − 1)
1 + 𝑒 cos 𝜃

cos 𝜃
=

sin 𝜃

1 + 𝑒 cos 𝜃
𝑒 − 1

− cos 𝜃
= (𝑒 − 1)

sin 𝜃

1 + cos 𝜃

= (𝑒 − 1) tan
𝜃

2
                       (52) 

(51), (52) → √𝑒2 − 1 tanh
𝐹

2
= (𝑒 − 1) tan

𝜃

2
                                              

→   tanh
𝐹

2
= √

𝑒 − 1

𝑒 + 1
 tan

𝜃

2
                   (53) 

 و همچنین: 

𝑎𝑒 − 𝑎 cosh 𝐹 = 𝑟 cos 𝜃 → cos 𝜃 =
𝑎𝑒 − 𝑎 cosh 𝐹

𝑟
            (54) 
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(29), (54) → 𝑟 =  
𝑎(𝑒2 − 1)

1 + 𝑒 (
𝑎𝑒 − 𝑎 cosh 𝐹

𝑟 )
→ 𝑟 + 𝑎𝑒2 − 𝑎𝑒 cosh 𝐹 = 𝑎(𝑒2 − 1)

→ 𝑟 = 𝑎(𝑒 cosh 𝐹 − 1)                    (55) 

 در مدارهای بیضوی هستند. 8در مدارهای هذلولی معادل روابط  55و  53روابط 

 معادله کپلر هذلولی -4-3

 را محاسبه کنیم: (7روی شکل  𝐴𝐹𝐵𝐷باید مساحت جاروب شده ) 3برای استفاده از رابطه 

𝐴𝐹𝐵𝐷 = 𝐴𝐴𝐹𝐵 + 𝐴𝐴𝐵𝐷                          (56) 

(44), (47) → 𝐴𝐴𝐵𝐷 =
𝑎𝑏

2
(sinh 𝐹 . cosh 𝐹 − 𝐹)                (57) 

𝐴𝐴𝐹𝐵 =
1

2
(𝑎𝑒 − 𝑎 cosh 𝐹)(𝑏 sinh 𝐹) =

𝑎𝑏

2
(𝑒 sinh 𝐹 − cosh 𝐹 . sinh 𝐹)            (58) 

(56), (57), (58) → 𝐴𝐹𝐵𝐷 =
𝑎𝑏

2
(𝑒 sinh 𝐹 − 𝐹)                     (59) 

 کرد:استفاده  3حال می توان از رابطه 

(3), (59) → 𝑡 =
2

√𝜇𝑎(𝑒2 − 1)

𝑎2√(𝑒2 − 1)

2
(𝑒 sinh 𝐹 − 𝐹)

= √
𝑎3

𝜇
(𝑒 sinh 𝐹 − 𝐹)                (60) 

 می توان مشابه تعریف آنومالی میانگین در بیضی در هذلولی هم آنومالی میانگین را به صورت زیر تعریف کرد:

𝑀ℎ =
𝑡

√
𝑎3

𝜇

            (61) 

 به فرم زیر در می آید: 60در این صورت رابطه 

𝑀ℎ = 𝑒 sinh 𝐹 − 𝐹              (62) 

 که به آن معادله کپلر هذلولی می گوییم.
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 جمع بندی -4-4

 همانند مدار های بیضوی و سهموی برای مدارهای هذلولوی هم دو با دو نوع مساله ممکن است روبرو شویم:

 برسد؟ Bچه مدت طول می کشد که جسم از حضیض به نقطه  -

 موقعیت جدید جسم کجاست؟ tزمان جسمی در حضیض است پس از طی شدن  -

قابل حل اند منتها مشابه حالت بیضی مسائل نوع یک مستقیما حل  53و  62هر دو نوع مساله با استفاده از روابط

 شوند و مسائل نوع دو نیاز به روش های عددی دارند.می

در حال نزدیک شدن به  2.5واحد نجومی و خروج از مرکز  3دنباله داری در مداری با نیم قطر بزرگ تمرین: 

واحد نجومی از خورشید قرار دارد به نزدیک  10خورشید است چه مدت پس از زمانی که دنباله دار در فاصله 

 ∎ترین فاصله اش از خورشید خواهد رسید؟

ساعت حداقل و حداکثر  2کیلومتر بر ثانیه از سطح زمین پرتاب می شود پس از  20موشکی با سرعت تمرین: 

 ∎ین موشک از سطح زمین چقدر است؟فاصله ا

 خطحالت خاص مسیر نیم -4-5

برخی موارد جسم در مداری با انرژی مثبت و تکانه زاویه ای صفر قرار دارد. در این حالت جسم در مسیری به 

که جواب نمی دهد مناسب است  53شکل یک نیم خط حرکت می کند. در این حالت به جای استفاده از رابطه 

 استفاده شود. 55رابطه که از 

کیلومتر بر ثانیه پرتاب  45واحد نجومی از خورشید به صورت شعاعی با سرعت  1جسمی را از فاصله تمرین: 

 ∎به چه فاصله ای از خورشید می رسد؟ روز 100کنیم جسم پس از گذشت زمان می

 و اویلر لامبرت ایایقض -5

 صورت و اهمیت قضیه لامبرت -5-1

در نقطه  𝑡1باشد. جسم در زمان می 𝑎قطر بزرگ و نیم 𝑇جسمی در حال حرکت در مداری بیضوی با دوره تناوب 

𝐶1  قرار دارد که در فاصله𝑟1 باشد و در زمان از کانون می𝑡2  در نقطه𝐶2  قرار دارد که در فاصله𝑟2  از کانون

 لامبرت بیان می کند که: قضیهنامیم می 𝑘را  𝐶2و  𝐶1است. فاصله دو نقطه 

2𝜋(𝑡2 − 𝑡1)

𝑇
= (𝜖 − sin 𝜖) − (𝛿 − sin 𝛿)                       (63) 

Do
wn

lo
ad

ed
 f

ro
m

: w
ww

.ic
os

m
o.

ir
Do

wn
lo

ad
ed

 f
ro

m
: w

ww
.ic

os
m

o.
ir

Do
wn

lo
ad

ed
 f

ro
m

: w
ww

.ic
os

m
o.

ir
Do

wn
lo

ad
ed

 f
ro

m
: w

ww
.ic

os
m

o.
ir



www.cel-mech.ir 

 

 
18 

 به صورت زیر تعریف می شوند: 𝛿و  𝜖که 

sin (
𝜖

2
) =

1

2
√

𝑟1 + 𝑟2 + 𝑘

𝑎
 , sin (

𝛿

2
) =

1

2
√

𝑟1 + 𝑟2 − 𝑘

𝑎
                          (64) 

جسم اهمیت این قضیه در مواردی است که می خواهیم با داشتن دو نقطه از مدار و مدت زمانی که طی می کشد 

مسیر بین این دو نقطه را طی کند ، مدار را تعیین کنیم، این مساله در طراحی مانور های بین ماهواره ای بسیار 

از خروج از مرکزند حتی اگر خروج از مرکز مدار مستقل  64و  63متداول است. همچنین با توجه به این که روابط 

 برای ما مجهول باشد می توان از این قضیه استفاده کرد.

 اثبات قضیه لامبرت -5-2

روی مدار وجود دارد. مثلا اگر جسم ساعتگرد در مدارش بچرخد و  𝐶2به نقطه  𝐶1مسیر های متعددی از نقطه 

کند همچنین ممکن است مسیر هایی را در نظر بگیریم که پس می یا پادساعتگرد بچرخد دو مسیر مختلف را طی

مسیری را مد نظر داریم که کوتاهترین مسیر بین دو برسند. در اینجا ما  𝐶2از چند بار چرخش در مدار به نقطه 

هنگامی که جسم در دارد و  𝐸1قرار دارد آنومالی خروج از مرکزی  𝐶1هنگامی که جسم در نقطه  .نقطه است

 . با توجه به توضیحات فوق:دارد 𝐸2قرار دارد آنومالی خروج از مرکزی  𝐶2نقطه 

𝐸2 > 𝐸1  , 0 ≤ 𝐸1 < 2𝜋  , 𝐸2 − 𝐸1 < 2𝜋 

 را به صورت زیر تعریف کرد: 𝑔و  𝐺می توان 

2𝐺 = 𝐸2 + 𝐸1    ,   0 < 𝐺 < 2𝜋                   (65) 

2𝑔 = 𝐸2 − 𝐸1   ,   0 < 𝑔 < 𝜋                      (66) 

𝑗 :را به صورت زیر تعریف می کنیم 

𝑒 cos 𝐺 = cos 𝑗   ,    0 < 𝑗 < 𝜋                    (67) 

 را فعلا به صورت زیر تعریف می کنیم: 𝛿و  𝜖کمیت های 

𝜖 = 𝑗 + 𝑔 → 0 <
1

2
𝜖 < 𝜋                         (68) 

𝛿 = 𝑗 − 𝑔 → −
𝜋

2
<

1

2
𝛿 <

𝜋 

2
                        (69) 

𝑟با توجه به رابطه  = 𝑎(1 − 𝑒 cos 𝐸) :می توانیم بنویسیم 
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𝑟1 + 𝑟2 = 𝑎(2 − 𝑒(cos 𝐸1 + cos 𝐸2)) = 2𝑎(1 − 𝑒 cos 𝐺 cos 𝑔)

= 2𝑎(1 − cos 𝑗 cos 𝑔)                      (70) 

 برابر است با:( 5)با توجه به رابطه  𝑘همچنین مقدار 

𝑘2 = ∆𝑥2 + ∆𝑦2 = 𝑎2(cos 𝐸2 − cos 𝐸1)2 + 𝑎2(1 − 𝑒2)(sin 𝐸2 − sin 𝐸1)2

= 4𝑎2𝑠𝑖𝑛2𝐺 𝑠𝑖𝑛2𝑔 + 4𝑎2(1 − 𝑒2)𝑐𝑜𝑠2𝐺 𝑠𝑖𝑛2𝑔

= 4𝑎2 𝑠𝑖𝑛2𝑔(1 −  𝑐𝑜𝑠2𝑗) = 4𝑎2 𝑠𝑖𝑛2𝑔 𝑠𝑖𝑛2𝑗 

→ 𝑘 = 2𝑎 sin 𝑔 sin 𝑗                         (71) 

 نتیجه می گیریم که: 71و  70از روابط 

𝑟1 + 𝑟2 + 𝑘

4𝑎
=

1

2
(1 − cos(𝑔 + 𝑗)) = 𝑠𝑖𝑛2

𝜖

2
                   (72) 

𝑟1 + 𝑟2 − 𝑘

4𝑎
=

1

2
(1 − cos(𝑔 − 𝑗)) = 𝑠𝑖𝑛2

𝛿

2
                   (73) 

 از معادله کپلر میدانیم که :هستند.  64همان رابطه  73و  72روابط 

2𝜋

𝑇
∆𝑡 = ∆𝑀 = (𝐸2 − 𝐸1) − 𝑒(sin 𝐸2 − sin 𝐸1)                     (74) 

 می دانیم که: 69و  68از روابط 

𝜖 − 𝛿 = 2𝑔 = 𝐸2 − 𝐸1                           (75) 

sin 𝜖 − sin 𝛿 = sin(𝑗 + 𝑔) − sin(𝑗 + 𝑔) = 2 cos 𝑗 sin 𝑔 =
2

𝑒
cos 𝐺 sin 𝑔

=
2

𝑒
cos (

𝐸2 + 𝐸1

2
) sin (

𝐸2 − 𝐸1

2
) =

1

𝑒
(sin 𝐸2 − sin 𝐸1)                 (76) 

 خواهیم داشت: 74در  76و  75با جاگذاری روابط 

2𝜋

𝑇
∆𝑡 = (𝜖 − 𝛿) − (sin 𝜖 − sin 𝛿) = (𝜖 − sin 𝜖) − (𝛿 − sin 𝛿)               (63) 

 قضیه اویلر -5-3

𝑎در حدی که  → کوچک خواهند بود و می توان از بسط  𝛿و  𝜖 ،73و  72با توجه به )مدار های سهمی(  ∞

 تیلور استفاده کرد:
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𝜖 − sin 𝜖 = 𝜖 − (𝜖 −
𝜖3

6
+ ⋯ ) ≈

𝜖3

6
 , 𝛿 − sin 𝛿 ≈

𝛿3

6
              (77) 

 به صورت زیر در می آید: 63بنابر این رابطه 

2𝜋

𝑇
∆𝑡 =

1

6
((

𝑟1 + 𝑟2 + 𝑘

𝑎
)

3
2⁄

− (
𝑟1 + 𝑟2 − 𝑘

𝑎
)

3
2⁄

)                       (78) 

 نهایت خواهیم داشت: ررا جاگذاری کنیم و د 𝑇می توانیم با استفاده از قانون سوم کپلر مقدار 

√𝜇 ∆𝑡 =
1

6
((𝑟1 + 𝑟2 + 𝑘)

3
2⁄ − (𝑟1 + 𝑟2 − 𝑘)

3
2⁄ )                      (79) 

معادل قضیه لامبرت در مدارهای . در واقع قضیه اویلر در مدار های سهمی می گویند "قضیه اویلر" 79که  به رابطه 

 بیضوی است و همان کارکرد را دارد.

را مشاهده می کنید که فاصله  Bبه  Aبرای حرکت از  حول خورشید در شکل زیر دو مدار سهموی ممکن تمرین:

 می باشد.واحد نجومی  2و  0.5حضیض دو مدار به ترتیب 

 

 می گذرند Bو  A( دو مدار سهموی که از نقاط 8 شکل

 الف( بدون استفاده از قضیه اویلر زمان لازم برای حرکت در هرکدام از مسیرها را )بر حسب سال( محاسبه کنید.

 زمان را محاسبه کنید.  (79) ب( با استفاده از قضیه اویلر

 ج( از رابطه زیر زمان را محاسبه کنید:

√𝜇 ∆𝑡 =
1

6
((𝑟1 + 𝑟2 + 𝑘)

3
2⁄ + (𝑟1 + 𝑟2 − 𝑘)

3
2⁄ )                      (80) 

 ∎برابرند؟ "ج"و  "ب"با جواب های قسمت های  "الف"د( آیا دو جواب قسمت 
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