
 به نام حضرت دوست

 

 درسنامه

 تسطیح

 

 تهیه و گردآوری: سینا بلوکی

 بازبینی و اصلاح: یزدان بابازاده
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تسطیح یکی از مباحث پر کاربرد در جهان است که در بسیاری از مشاغل و حرفه ها به کار می رود. به 

عنوان نمونه همه ی ما از نقشه های متعارف برای مسیر یابی استفاده می کنیم یا شاید از گردونه آسمان 

ناسایی ستارگان آسمان استفاده کرده باشیم. این نقشه ها و گردونه های آسمان همه از محصولات برای ش

تسطیح هستند. این مبحث پر کاربرد به تازگی وارد المپیاد نجوم شده است و به خاطر همین تازگی هنوز 

با ارائه درسنامه ای  منبع المپیادی و مناسبی برای این موضوع وجود ندارد. به همین دلیل بر آن شدیم تا

 مختصر این مشکل را برطرف کرده و در کامل کردن المپیاد نجوم گامی برداشته باشیم.

پیش نیاز مطالعه این درس نجوم کروی مقدماتی ) مختصات بندی های مختلف، روابط مثلثات کروی و....( 

 است. 

چهل نفره برداشت شده به همین منظور بیش تر مطالب این درسنامه از کلاس های آقای بابا زاده در دوره 

 ین مبحث زیبا به جامعه المپیادجهت معرفی اا زاده نهایت تشکر و سپاس گزاری را جا دارد از جناب آقای باب

 نجوم داشته باشم. 

یکی دیگر از منابع مناسب برای تسطیح سایت ویکی پدیای انگلیسی است. )که فکر می کنم برای تمام 

سنامه را می خوانند آشنا باشد!( برای اطلاعات بیش تر می توانید کلید واژه هایی مثل افرادی که این در

projection, sphere projection , … .را در اینترنت جست و جو کنید 

همچنین اگر با ایراد یا ابهامی در هر جایی از درسنامه روبرو شدید می توانید از طریق ایمیل های زیر با ما 

  رید.در میان بگذا

 info@11thioaa.ir 

sina.bolouki@gmail.com 

 موفق خواهیم بود!
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 تعریف تسطیح

 برای تعریف تسطیح اول باید تعریف نگاشت را بدانیم.

یک و تنها یک عضو از   Dیک عمل نظیر سازی است که به هر عضو از مجموعه   Rبه   Dیک نگاشت از 

 را نظیر می کند. Rمجموعه 

رابطه »غیر تخت را توسط رابطه ای که آن را  دو بعدی تسطیح نگاشتی است که تمام نقاط یک سطح

کار داریم که  در اینجا ما فقط با تسطیح هایی برد . تخت می دو بعدی و می نامیم به سطحی« تسطیح 

  مبدا آن ها سطح کره است.

 در نتیجه می توان گفت که در تسطیح یک کره :

𝐷 = {(𝑥, 𝑦, 𝑧)|𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2 = 𝑅2} 

𝑥2که + 𝑦2 + 𝑧2 = 𝑅2  .معادله کره ای است که می خواهیم تسطیح کنیم 

𝑅 = {(𝑥, 𝑦, 𝑧|𝑎𝑥 + 𝑏𝑦 + 𝑐𝑧 = 𝑑} 

𝑎𝑥که  + 𝑏𝑦 + 𝑐𝑧 = 𝑑 .معادله صفحه ای است که کره بعد از تسطیح به آن می رود 

 

 برای سطح کره از مختصات .تسطیح باید کره و صفحه تسطیح را مختصات بندی کنیم برای ارائه رابطه ی

معمول )بعد و میل یا سمت و ارتفاع ( استفاده می کنیم در صفحه نیز با توجه به نیاز از دکارتی یا قطبی 

)توجه: به صورت قراردادی نقاط روی کره را با حرف انگلیسی بزرگ نوشته و تسطیح این یم.استفاده می کن

𝐴نقاط را به صورت پریم دار نشان می دهیم مثلا: ⟶ 𝐴′) 

 :به عنوان مثال ساده ترین رابطه تسطیح را در نظر می گیریم 

x=A+C1 

 

y=B+C2 
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 :کنیم بررسی را تسطیح ی رابطه این بیاییم حال

ابتدا شکل یک دایره عظیمه را در این تسطیح بررسی می کنیم. برای این کار اول معادله ی یک دایره عظیمه 

 را به دست می آوریم.است  0lو طول گره صعودی آن  βکه میل آن نسبت به استوا  دلخواه

 

cos(l  :چهار جزئی − l0) cos(90) = sin(l − l0) cot() − sin90cotβ 

cot(β) = sin(l − l0) cot() 

tan = sin(l − l0) tan β * 

ه ) برای ساده تر شدن کار رابط ابطه ی تسطیح استفاده می کنیمردن دایره عظیمه به سطح مقصد از ربرای ب

 ی تسطیح را ساده کردیم.( :

y= 

tan(y) = sin(x − x0)tanβ 

x=l 

 

                                                           
 معادله ی بالا در آینده نیز چندین بار استفاده خواهد شد. *
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  زیر می رسیم: توسط نرم افزار به نمودار تناوبی با کشیدن آن

 

 چقدر است.x   ( )با محور  0x=xحالا می خواهیم زاویه ی بین خط مماس خم در نقطه ی 

 طبق تعریف مشتق می دانیم :

dy

dx
|x=x0 = tan γ

 از تابع تسطیح دایره عظیمه مشتق می گیریم:

tan y = sin(x − x0) tan β 

(1 + tan2y) (
dy

dx
) = cos(x − x0) tan β 

 

x=x0                                             
dy

dx
|x=x0 = tanβ 

 

y=0                                                 γ = β 

 برابر با زاویه انحراف دایره عظیمه است. xبا محور  0x=xپس زاویه بین خط مماس خم در نقطه 
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 CB+2/2از ویژگی های دیگری که باید به آن دقت کرد این است که تسطیح قطب کره یک خط با عرض 

می شود. هم چنین مساحت تسطیح کره مقدار محدودی است.)با این که اینجا این اتفاق بدیهی است در 

 مدل های دیگر تسطیح خواهیم دید که مساحت تسطیح کره بی نهایت است.(

اما تعدادی از آن ها دارای ویژگی هایی هستند  است میتوان بی شمار رابطه تسطیح یافت همانطور که معلوم

 که در  نجوم و همینطور کارتوگرافی بسیار مفید هستند. این ویژگی ها شامل موارد زیر هستند:

  حفظ مساحت : )در هر جای  کره اگر یک المان مساحت را در نظر بگیریم متناظرا در مکان

( و همینطور کل که نسبت مساحت آن ها اندازه ثابتی باشد بدست آید مانیصفحه المشخصی از 

 سطح کره در تمام صفحه تسطیح شود 

  مشخص روی سطح کره در نظر بگیریم در مکان مشخصی از صفحه حفظ طول: اگر یک المان طول

 المانی بدست آید که نسبت طول آن ها اندازه ثابتی باشد(

 که دو دایره عظیمه یکدیگر را قطع کنند و زاویه ی  حفظ زاویه: فرض کنید  را روی سطح کره به

 قطع می کنند. دایره عظیمه نیز یکدیگر را با زاویه  2خم های متناظر با این  وجود بیاورند.

  حفظ حالت دوایر: هر دایره صغیره به طور کلی به یک دایره نگاشته شود.) دقت شود که دایره

خاص از دایره صغیره است در نتیجه دوایر عظیمه نیز به یک دایره نگاشته عظیمه هم یک حالت 

 می شود.(

 

 تسطیح حافظ مساحت

ابتدا باید یک شکل روی سطح کره در نظر بگیریم و سپس با گذاشتن این قید که مساحت آن صرفا باید 

 ضریبی از مساحت واقعی باشد ضابطه ی تسطیح را به دست آوریم.

توجه داشته باشید  است. تر از بررسی یک مساحت بزرگ تر ی مساحت کوچک بسیار راحتکار با المان ها

 که مساحت های بزرگ از همین المان ها ساخته می شوند.

Do
wn

lo
ad

ed
 f

ro
m

: w
ww

.ic
os

m
o.

ir
Do

wn
lo

ad
ed

 f
ro

m
: w

ww
.ic

os
m

o.
ir

Do
wn

lo
ad

ed
 f

ro
m

: w
ww

.ic
os

m
o.

ir
Do

wn
lo

ad
ed

 f
ro

m
: w

ww
.ic

os
m

o.
ir



 

6 
 

 

A                              A'      ,              A'=cA 

 

dA                          dA'      ,          dA'=cdA 

 

∆A = ∆l ∆φ cosφ 

∆x∆y = c ∆l ∆φcosφ 

dx dy = c dl dφ cosφ 

 است. "معادله ی اساسی حفظ مساحت در تسطیح"رابطه ی بالا 

بدست آیند اما ما اینجا فقط یک  Yو   Xبرای رابطه ی تسطیح مثل مثال قبل باید دو رابطه بدست آوریم تا 

 مساحت بدست آورد هم رابطه ی تسطیح بی شمارمی توان معادله داریم. این نشان دهنده ی این است که 

 برای آن که بتوانیم به یک رابطه ی معروف هم مساحت برسیم از یک قید دیگر استفاده می کنیم:

x = c′l 

⟹ dx = c′dl 

 با جایگذاری این رابطه در معادله اساسی حفظ مساحت:

c′dl dy = c dl dφ cosφ  

⟹ dy = k cosφ  dφ 
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∫dy = ∫k cosφ  dφ 

y = k sinφ + k′ 

 

 نسبت به مرکز روی کره نقطه ی مبدا تسطیح با استفاده از ابعاد صفحه و موقعیت  'k, k' ,c ,cتمام ثوابت 

 صفحه بدست می آیند.

خواهند شد که تسطیح خط استوا وسط این دو خط و موازی  2kخط با فاصله ی  2در این تسطیح قطب ها 

 است.ین مثل تسطیح قبل مساحت این تسطیح نیز محدود نست و همچا آن ها

حالا می خواهیم خطوط هم عرض چگونه تسطیح می شوند. با فرض اینکه تسطیح مبدا در مرکز صفحه قرار 

 گیرد در نتیجه :

𝑘′ = 0 

⟹ y = k sin𝜑 

⟹ ∆y = k cos𝜑 ∆𝜑  

در صفحه ی تسطیح با افزایش  )مدار ها(همانطور که معلوم است فاصله ی بین خطوط هم عرض جغرافیایی

در شکل سمت چپ فاصله بین هر دو دایره صغیره مجاور هم برابر است، اما  عرض جغرافیایی کم تر می شود.

 بعد از تسطیح فاصله ی آن ها با هم برابر نیست.
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اما اتفاق دیگری که می افتد این است که هر چه به عرض جغرافیایی بالاتر می رویم طول مسیر مدار کم تر 

با xمی شود ولی روی نقشه طول مسیر تصویر مدار ها یکسان است. بنابراین به نظر می رسد در راستای 

 بزرگ شدگی داریم. افزایش 

 ه است.ترکیب این دو اتفاق با ثابت ماندن مساحت همرا

 حالا وضعیت دایره عظیمه در این تسطیح را بررسی می کنیم:

 معادله کلی دایره عظیمه:

tan = sin(l − l0) tan β
 

را جایگذاری می کنیم.) دقت شود که برای ساده کردن معادلات ثوابت را طوری قرار دادیم تا به  yو   xحالا 

 معادله های زیر رسیدیم.(

 

x=l 

 

y=sin  

 

 را جایگذاری می کنیم.  xابتدا 

sin𝜑

cos𝜑
= sin(𝑥 − 𝑥0) tan𝛽 
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توان2
⇒  

𝑠𝑖𝑛2 𝜑

1 − 𝑠𝑖𝑛2 𝜑
= 𝑠𝑖𝑛2(𝑥 − 𝑥0) 𝑡𝑎𝑛

2𝛽 

 را جایگذاری می کنیم.  yحالا 

𝑦2

1 − 𝑦2
= 𝑠𝑖𝑛2(𝑥 − 𝑥0) 𝑡𝑎𝑛

2𝛽 

𝑦2 = 𝑠𝑖𝑛2(𝑥 − 𝑥0) 𝑡𝑎𝑛
2𝛽 − 𝑦2 𝑠𝑖𝑛2(𝑥 − 𝑥0) 𝑡𝑎𝑛

2𝛽 

𝑦2(1 + 𝑠𝑖𝑛2(𝑥 − 𝑥0) 𝑡𝑎𝑛
2𝛽) =  𝑠𝑖𝑛2(𝑥 − 𝑥0) 𝑡𝑎𝑛

2𝛽 

𝑦 =
sin (𝑥 − 𝑥0) 𝑡𝑎𝑛𝛽

√1 + 𝑠𝑖𝑛2(𝑥 − 𝑥0)𝑡𝑎𝑛
2𝛽

 

 

 نمودار تسطیح دایره عظیمه:
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بررسی می  1یکی دیگر از تسطیح های معروف حافظ مساحت تسطیح چشم ماهی است که در ضمیمه 

 شود.

 تسطیح حافظ زاویه

هم از همین  Google Mapsنقشه های معمول استفاده می شود. شایان توجه است که این تسطیح در 

 تسطیح استفاده می کند. 

برای راحت کردن کار قرار داد می کنیم که حتما یکی از ضلع های زاویه ها، نصف النهار باشد.)به این زاویه 

 می گوییم.( "زاویه های نصف النهاری"ها 

ر نیز با کم کردن دو زاویه که شرط بالا را دارند بدست می آید. پس اگر تسطیح دقت شود که هر زاویه دیگ 

 زاویه های نصف النهاری را حفظ کند بقیه زاویه ها را نیز حفظ می کند.

نقطه بسیار نزدیک به هم روی کره  2فرض می کنیم 

 داریم.

بسیار  2P1HPبا توجه به شکل مقابل، مثلث کروی 

آن را با تقریب یک مثلث  کوچک است. پس می توان

مسطحه در نظر گرفت.

 

 طبق این مثلث داریم:

𝑡𝑎𝑛𝛽 =  
∆𝑙 𝑐𝑜𝑠𝜑

∆𝜑
 

قرار  برابر  xهای برابر روی   lدوباره فرض می کنیم که تسطیح نصف النهار روی یک خط عمودی باشد. پس 

 می گیرند. پس:

𝑥 = 𝑘𝑙 

 نیز کوتاه باشد و آن را به یک خط تقریب زد '2P'1(P(کوچک است فرض می کنیم تسطیح آن  2P1Pچون 
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 باید ثابت باشد خواهیم داشت: βچون 

𝑡𝑎𝑛𝛽 =
∆𝑥

∆𝑦
=
∆𝑙 𝑐𝑜𝑠𝜑

∆𝜑
 

 معادله ی بالا معادله اساسی تسطیح حافظ زاویه است.

 حالا از فرض خود استفاده می کنیم:

∆𝑥 = 𝑘 ∆𝑙 

⟹𝑘
∆𝜑

𝑐𝑜𝑠𝜑
= ∆𝑦 

 انتگرال می گیریم.دلتا ها را به دیفرانسیل تبدیل کرده 

𝑘∫
𝑑𝜑

𝑐𝑜𝑠𝜑
= ∫𝑑𝑦 

𝑦 = 𝑘 ln (tan (
𝜋

4
+
𝜑

2
)) + 𝑦0 

𝑦 = 𝑘 ln(|𝑡𝑎𝑛𝜑 + 𝑠𝑒𝑐𝜑|) + 𝑦0 

 ها بیافتد:  xبا فرض اینکه تسطیح خط استوا روی محور 

𝜑 = 0 , 𝑦 = 0 ⟹   𝑦0 = 0 

 

                                           𝑥 = 𝑘𝑙  

              

            𝑦 = 𝑘 ln (tan (
𝜋

4
+
𝜑

2
)) 

 

اری نامگذ "ردوس مرکاتورجرا"است که پس از معرفی کننده آن  "تسطیح مرکاتور "نام دیگر این تسطیح 

رد بسیاری دارد. به طور مثال اگر بخواهیم از بکار در مسافت های طولانی کشتیرانیشه در شده است. این نق

شه این دو شهر را به هم وصل کنیم و زاویه آن با نصف النهار محل را برویم کافیست روی نق  Bبه  Aشهر 

بیابیم. اگر به صورتی حرکت کنیم که همیشه زاویه حرکت مان با شمال برابر با زاویه یاد شده باشد به شهر 

B می کند در  رمی رسیم. ) دقت کنید که چون حرکت روی دایره ی عظیمه است زاویه ما با شمال تغیی

 باید مسیر حرکت وسیله نقلیه را به طور مداوم تصحیح کنیم. نتیجه
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برابر است، در غیر این صورت ممکن است زاویه حفظ   yبا ثابت مقیاس محور  x توجه: ثابت مقیاس محور 

 نشود. 

𝑦در این تسطیح قطب ها در  =  تسطیح می شوند بنابراین مساحت این تسطیح نا محدود است.  ∞

یکی از اتفاقات جالبی که در نقشه هایی که با تسطیح مرکاتور کشیده می شوند، می افتد این است که هر چه 

به قطب نزدیک تر می شویم مساحت تسطیح شده بزرگ تر می شود. به طور مثال در این نقشه گرینلند از 

نلند است. حالا رابطه ای ریاضی برابر مساحت گری 14آفریقا بزرگ تر می شود با اینکه مساحت واقعی آفریقا 

 برای این اتفاق می یابیم. 

 ساحت روی کره را در نظر می گیریم:با المان های مساحت شروع می کنیم. ابتدا المان م

 

 

𝑑𝑠 = cos𝜑  𝑑𝑙 𝑑𝜑 

 حالا المان روی صفحه ی تسطیح را در نظر می گیریم:

𝑑𝑠′ = 𝑑𝑥 𝑑𝑦 

 گیریم:حالا از روابط تسطیح دیفرانسیل می 

𝑥 = 𝑘𝑙 

𝑑𝑥 = 𝑘 𝑑𝑙 

𝑦 = 𝑘 ln (tan (
𝜋

4
+
𝜑

2
)) 
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𝑑𝑦 =  
𝑘

2

1 + 𝑡𝑎𝑛2 (
𝜋
4
+
𝜑
2)

tan(
𝜋
4
+
𝜑
2
)

𝑑𝜑 

 

dx    وdy  .را جایگذاری می کنیم 

𝑑𝑠′ = 𝑘2
𝑑𝜑 𝑑𝑙

2
(
1 + 𝑡𝑎𝑛2 (

𝜋
4
+
𝜑
2)

tan(
𝜋
4
+
𝜑
2
)

) 

⟹
𝑑𝑠′

𝑑𝑠
=

𝑘2

2 cos𝜑
(
1 + 𝑡𝑎𝑛2 (

𝜋
4
+
𝜑
2)

tan(
𝜋
4
+
𝜑
2
)

) 

این نسبت افزایش پیدا می کند به همین دلیل تسطیح مساحت های با اندازه عرض  با افزایش اندازه 

 جغرافیایی بیش تر بزرگ تر از تسطیح مساحت های با عرض جغرافیایی کم تر است.

 تسطیح استریوگرافیک

از این پس با تسطیح هایی کار داریم که روش های هندسی دارند یعنی برای رسیدن به رابطه های تسطیح 

اید از روش هندسی استفاده کرد. یکی از این نوع تسطیح ها تسطیح استریوگرافیک است. روش این تسطیح ب

 به شکل زیر است:

 را از روی کره اختیار می کنیم به صورتی که  Qتسطیح کنیم. نقطه  Eروی صفحه   Sمی خواهیم از کره 

  شرایط زیر را داشته باشد:

 عمود باشد . Eبر صفحه   Qقطر گذرنده از -1

2- Q  روی صفحهE .نباشد 

به آن وصل کرده و ادامه می دهیم تا در نقطه ای  Qرا بیابیم از  Pحالا برای این که تسطیح هر نقطه مثل  

 است. Pرا قطع کند. این نقطه همان تسطیح  Eصفحه  'Pمثل 
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در این حالت می گذرند را بررسی می کنیم.  Qدوایر عظیمه ای که از قبل بدست آوردن رابطه ی تسطیح 

و هر نقطه از دایره عظیمه در صفحه دایره عظیمه قرار دارند. بنابراین محل قطع کردن   Qخط متصل کننده 

 و صفحه دایره عظیمه است که یک خط راست است. Eهمان فصل مشترک صفحه   Eصفحه ی 

 

در نظر می گیریم که مبدا   Eروی صفحه  ستگاهی قطبی. دی جبری برای این تسطیح می یابیمحالا رابطه ا

نشان می دهیم. (  و مبدا زاویه در آن ) که از این به بعد آن را زاویه سمتی می گوییم و با  Hآن روی 

 تسطیح نصف النهار مبدا است.
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 :صفحه قبل طبق شکل 

𝑟 = 𝐻𝑃′ = (2𝑅 + 𝑑) ∙ tan (
𝛼

2
) 

𝜃هم چنین = 𝑙  چرا؟(( 

 قضیه بسیار مهم داریم:برای این تسطیح دو 

 تسطیح دوایر صغیره و عظیمه، دایره است. -1

 این تسطیح حافظ زاویه است. -2

 :1اثبات قضیه 

 را بدست می آوریم. و شعاع  )l0,0 (دایره صغیره به مرکز  ابتدا معادله کلی

𝛼 ≔ 90 − 𝜑 

𝑐𝑜𝑠𝛾 = cos𝛼 cos𝛼0 + sin𝛼 sin 𝛼0 cos (𝑙0 − 𝑙)کسینوس ها: 

 تسطیح استریوگرافیک داشتیم:روابط طبق 

𝑟 = (2𝑅 + 𝑑) tan (
𝛼

2
) 

 یا فته و سپس آن را در معادله کلی دایره صغیره قرار می دهیم.  rرا بر حسب  cos ابتدا رابطه ی 

𝑟 = (2𝑅 + 𝑑)
sin
𝛼
2

cos
𝛼
2

 

=
(2𝑅 + 𝑑)(1 − cos𝛼)

sin 𝛼
 

=
(2𝑅 + 𝑑)(1 − cos𝛼)

√1 − 𝑐𝑜𝑠2 𝛼
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𝑟 = (2𝑅 + 𝑑) √
1−cos𝛼

1+cos𝛼
 

𝑟2 =
(2𝑅 + 𝑑)2(1 − cos𝛼)

1 + cos𝛼
 

 

 

 

𝑟2 + 𝑟2 cos𝛼

= (2𝑅 + 𝑑)2(1

− cos 𝛼) 

cos 𝛼 (𝑟2 + (2𝑅 + 𝑑)2)

= (2𝑅 + 𝑑)2

− 𝑟2 

cos 𝛼 =
(2𝑅 + 𝑑)2 − 𝑟2

(2𝑅 + 𝑑)2 + 𝑟2
 

⟹ sin𝛼 = √1 − 𝑐𝑜𝑠2 𝛼 =
2 (2𝑅 + 𝑑) 𝑟

(2𝑅 + 𝑑)2 + 𝑟2
 

 را در معادله کلی دایره صغیره جایگذاری می کنیم. cosو   sinحالا 

cos 𝛾 =
(2𝑅 + 𝑑)2 − 𝑟2

(2𝑅 + 𝑑)2 + 𝑟2
cos 𝛼0 +

2(2𝑅 + 𝑑)𝑟

(2𝑅 + 𝑑)2 + 𝑟2
sin 𝛼0 cos(𝑙0 − 𝑙) 

 

⟹ ((2𝑅 + 𝑑)2 + 𝑟2) cos 𝛾

= ((2𝑅 + 𝑑)2 − 𝑟2) cos 𝛼0 + 2(2𝑅 + 𝑑)𝑟 sin 𝛼0cos (𝑙0 − 𝑙) 

 

𝑟2(cos 𝛾 + cos 𝑎0) − 2𝑟(2𝑅 + 𝑑) sin 𝛼0 cos(𝑙0 − 𝑙)  

+(2𝑅 + 𝑑)2(cos 𝛾 − cos𝛼0) = 0              (I) 

 معادله ی بالا معادله ی تسطیح استریوگرافیک دایره صغیره است.

 .کنیم می  r2 ضریب بر تقسیم را( I) معادله طرف دو

𝑟2 − 𝑟
2(2𝑅+𝑑) sin𝛼0 cos(𝑙0−𝑙)

cos𝛾+cos𝛼0
+
(2𝑅+𝑑)2(cos 𝛾−cos𝛼0)

cos𝛾+cos𝛼0
= 0(I)' 
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 بدست می آوریم.در دستگاه قطبی از مبدا را  0rبا فاصله ی   Dحالا معادله یک دایره با قطر 

 

𝐷2: کسینوس ها = 𝑟2 + 𝑟02 − 2𝑟𝑟0cos (𝜑 − 𝜑0) 

𝑟2 − 2𝑟𝑟0 cos(𝜑 − 𝜑0) + (𝑟0
2 − 𝐷2) = 0   (II) 

ه گرافیک دایره صغیره خود یک دایراستریو شبیه هم هستند پس بدین معناست که تسطیح (II)و  '(I)معادله 

درجه است تسطیح دایره عظیمه  09) قابل توجه است که چون دایره عظیمه یک دایره صغیره با شعاع  است.

 حالا شعاع و فاصله ی مرکز تسطیح دایره صغیره را می یابیم . نیز یک دایره است.(

خطی که مبدا را به مرکز تسطیح  صفحه کافیست دو معادله را برابر هم قرار دهیم. دقت کنید که چون در

وصل می کند خط تقارن تسطیح دایره صغیره است و همچنین روی کره خطی که قطب را به مرکز دایره 

 ط تقارن دایره صغیره است. پس می توان نتیجه گرفت که صغیره وصل می کند خ

𝑙0 = 𝜑0 

 به معادلات زیر می رسیم. (II)و   '(I)با برابر قرار دادن ضرایب معادلات 

{
 
 

 
 2𝑟0 =

2(2𝑅 + 𝑑) sin 𝛼0
cos 𝛾 + cos𝛼0

𝑟0
2 − 𝐷2 =

(2𝑅 + 𝑑)2(cos 𝛾 − cos𝛼0)

cos 𝛼0 + cos 𝛾
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⟹ 𝑟0 =
(2𝑅 + 𝑑) sin 𝛼0
cos 𝛼0 + cos 𝛾

 

⟹𝐷2 =
(2𝑅 + 𝑑)2

(cos 𝛼0 + cos 𝛾)
2
(1 − 𝑐𝑜𝑠2𝛾) 

𝐷 =
(2𝑅 + 𝑑) sin 𝛾

𝑐𝑜𝑠𝛼0 + cos 𝛾
 

 برای دایره عظیمه:

𝛾 = 90° 

𝑟0 = (2𝑅 + 𝑑) tan𝜃0 

𝐷 = (2𝑅 + 𝑑) sec 𝜃0 ∗ 

 

 

 :2اثبات قضیه 

بتدا ا مثل اثبات تسطیح حافظ زاویه عمل می کنیم. یک مثلث قائم الزاویه کوچک روی کره در نظر می گیریم.

 را می یابیم. ('β)را یافته سپس اندازه تانژانت تسطیح همین زاویه  tan βاندازه 

                                                           

 بر عکس روی پیشانیتان بنویسیدبهتر است آن را "معادلات بالا در حل سوالات تسطیح به قدری مهم هستند که به قول باربارا رایدن  *

 "که هر روز هنگام شانه زدن موهایتان آن را ببینید.
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𝐻𝑃1𝑃2: tan𝛽 = sin 𝛼 
𝑑𝑙

𝑑𝛼
 

 حالا در تسطیح این مثلث:

 

tan𝛽′ = 𝑟
𝑑𝜃

𝑑𝑟
 

 را جاگذاری می کنیم: r, dr, dحالا 

𝜃 = 𝑙 ⟹ 𝑑𝜃 = 𝑑𝑙 

𝑟 = (2𝑅 + 𝑑)tan (
𝛼

2
) 

𝑑𝑟 =  
(2𝑅 + 𝑑)

2
(1 + 𝑡𝑎𝑛2 (

𝜃

2
))𝑑𝜃 

 

⟹ tan𝛽′ =
2 tan (

𝛼
2)

1 + 𝑡𝑎𝑛2 (
𝛼
2)

𝑑𝑙

𝑑𝛼
= 2 tan (

𝛼

2
) 𝑐𝑜𝑠2 (

𝛼

2
)
𝑑𝑙

𝑑𝛼

= 2 sin (
𝛼

2
) cos (

𝛼

2
)
𝑑𝑙

𝑑𝛼
= sin 𝛼 

𝑑𝑙

𝑑𝛼
 

⟹ tan𝛽 = tan𝛽′⟹𝛽 = 𝛽′ 

 پس این قضیه نیز اثبات شد

 د رفت.ناین دو قضیه بسیار مهم در بسیاری از مسائل به کار خواه

تسطیح نمی شود. ضمنا شایان توجه است که مساحت  Qیکی از ضعف های این تسطیح این است که نقطه 

 این تسطیح نیز نا محدود است.

و همچنین اندازه شعاع کره واحد باشد  ( d=0در صورتی که در تسطیح صفحه بر کره مماس شود ) یعنی 

(R=1)  در اینصورت معادلات تسطیح به صورت زیر می شود.می گویند. تسطیح اسطرلاب به آن 

𝑟 = 2 tan (
𝛼

2
) 
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}:معادلات دایره صغیره
𝑟0 =

2 sin𝛼0

𝑐𝑜𝑠𝛼0+cos𝛾

𝐷 =
2 sin𝛾

cos𝛼0+cos𝛾

 

}:معادلات دایره عظیمه
𝑟0 = 2 tan 𝛼0
𝐷 = 2 sec 𝛼0

 

حالت های دیگر تسطیح استریوگرافیک معروف تر و بسیار پرکاربرد تر است و همان طور که از  از این تسطیح

 اسم آن معلوم است در ساخت اسطرلاب و گردونه آسمان به کار می رود.

 را تسطیح استریوگرافیک می نامند.  d=-Rتوجه: در بعضی از منابع فقط حالت خاص 

 تسطیح عادی )پرسپکتیو(

تمام دوربین های معمول  و همچنین چشم انسان استفاده می شود. فرق آن با تسطیح  این تسطیح، در

می  O)که آن را روی کره باشد در مرکز کره است Qاسطرلاب تنها در این است که به جای اینکه نقطه ی 

  . اما همین تغییر کوچک باعث ایجاد ویژگی های متفاوت با تسطیح اسطرلاب می شود.نامیم ( 

 ی تسطیح را بدست می آوریم. رابطه

𝑟 = 𝐻𝑃′ = tan𝛼 

 هم چنین مثل تسطیح استریوگرافیک 

𝑙 = 𝜃 

یکی از مشکلات این تسطیح این است که نمی توان کل کره را در یک صفحه تسطیح کرد و فقط نیم کره 

 است( را تسطیح کرد. بنابراین اگر بخواهیم کل Rشمالی)نیم کره ای که فاصله ی نقاطش از صفحه کم تر از 
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کره را تسطیح کنیم حداقل به دو صفحه موازی نیاز داریم که یکی در قطب شمال و دیگری در قطب جنوب 

مشکل دیگر این تسطیح این است که استوا تسطیح نمی شود و هم چنین  مماس می شود، استفاده کنیم.

 مساحت این تسطیح نیز نا محدود است.

 حالا تسطیح دایره عظیمه را بررسی می کنیم.

به تمام نقاط  Oمرکز دایره است بنابراین روی صفحه دایره عظیمه نیز هست پس هر خطی که از  Oچون 

. حالا اگر بخواهیم  و تمام صفحه را نیز در بر می گیرد دایره عظیمه وصل شود نیز روی همان صفحه است

م که ورد دهیکنیم کافیست  صفحه تسطیح را با صفحه دایره عظیمه برختسطیح دایره عظیمه را بررسی 

 را به صورت ریاضی بررسی می کنیم: تسطیح دایره عظیمهحاصل یک خط است.

𝑟 = tan𝛼 

𝜃 = 𝑙 

 معادله کلی دایره عظیمه:

tan(90 − 𝛼) = tan𝛽  sin (𝑙 − 𝑙0) 

 با جایگذاری روابط تسطیح:

cot 𝛼 = tan𝛽 sin(𝜃 − 𝜃0) 

1

𝑟
= tan𝛽 sin(𝜃 − 𝜃0) = tan𝛽 (sin 𝜃 cos 𝜃0 + cos 𝜃 sin 𝜃0) 

cot 𝛽 = 𝑟 sin 𝜃 cos 𝜃0 + 𝑟 cos 𝜃 sin 𝜃0 

 از طرفی می دانیم:

𝑟 sin 𝜃 = 𝑦 , 𝑟 cos 𝜃 = 𝑥 

⟹ cot𝛽 = 𝑦 cos 𝜃0 + 𝑥 sin 𝜃0 

𝑦 = 𝑥 tan𝜃0 +
1

tan𝛽 cos 𝜃0
 

 که همانطور که می بینید یک معادله ی خط است.

 حالا تسطیح دایره صغیره را بررسی می کنیم.

و مقطع آن همان  Oرا به تمام نقاط دایره صغیره وصل کنیم یک مخروط خواهیم داشت که راس آن  Oاگر 

دایره صغیره است. حال اگر بخواهیم تسطیح دایر صغیره را بیابیم کافی است صفحه تسطیح را با این 

محل  Cر می نامیم. اگCمرکز دایره صغیره را  .روطی خواهد بودمخروط قطع دهیم. حاصل یک مقطع مخ

Do
wn

lo
ad

ed
 f

ro
m

: w
ww

.ic
os

m
o.

ir
Do

wn
lo

ad
ed

 f
ro

m
: w

ww
.ic

os
m

o.
ir

Do
wn

lo
ad

ed
 f

ro
m

: w
ww

.ic
os

m
o.

ir
Do

wn
lo

ad
ed

 f
ro

m
: w

ww
.ic

os
m

o.
ir



 

22 
 

ه خواهد بود در نتیجه شکل حاصل از  حکه محور مخروط است عمود بر صف OCتماس صفحه و کره باشد 

 برخورد یک دایره خواهد بود.

 

 : حالت دیگری برای تسطیح هم مساحت1ضمیمه 

ح می نامیم. حالا برای اینکه تسطی Aرا مماس بر ان را در نظر بگیرید. نقطه تماس را   Eو صفحه  Sکره 

 بیابیم عملیات زیر را انجام می دهیم:  Eروی کره را روی   P نقطه 

 وصل می کنیم   Pبه  Aاز  -1

 

 می کشیم. APو همچنین به شعاع  Aو به مرکزیت  Eدایره ای عمود بر صفحه  -2

 است. P (P')نقطه قطع می کند آن نقطه که نزدیک تر است تسطیح نقطه  2را در  Eاین دایره صفحه  -3
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 اول رابطه ی جبری این تسطیح را بدست می آوریم:

 دید از بقل شکل بالا به صورت زیر است.

 

𝑟2 = 𝑅2 + 𝑅2 − 2𝑅2 cos 𝛼 

𝑟2 = 2𝑅2(1 − cos𝛼) 

𝑟 = 𝑅√2(1 − cos𝛼) 
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 مثل تسطیح اسریوگرافیک :

𝜃 = 𝑙 

 مساحت بودن :  اثبات حافظ

ش هم مساحت بود، این المان با خودبرای این کار یک المان کوچک روی کره در نظر بگیریم اگر تسطیح 

 حاغظ مساحت بودن تسطیح اثبات شده

 .المان را به صورت زیر در نظر بگیرید

 

𝑑𝐴 = 𝑅2 sin 𝛼 𝑑𝛼 𝑑𝑙 

 حال تسطیح این المان را در نظر می گیریم و مساحت آن را حساب می کنیم.

𝑟 = 𝑅√2(1 − cos𝛼) 

𝑑𝑟 =
𝑅 sin 𝛼  𝑑𝛼

√2(1 − cos𝛼)
 

𝜃 = 𝑙 ⟹  𝑑𝜃 = 𝑑𝑙 

 را جاگذاری می کنیم. r, dr,dحالا 

𝑑𝐴′ = 𝑟 𝑑𝑟 𝑑𝜃 = 𝑅√2(1 − cos𝛼) ∙
𝑅 sin 𝛼  𝑑𝛼

√2(1 − cos𝛼)
∙ 𝑑𝑙 
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𝑑𝐴′ = 𝑅2 sin 𝛼  𝑑𝛼 𝑑𝑙 

𝑑𝐴′ = 𝑑𝐴 

 «تسطیح چشم ماهی»پس تسطیح معرفی شده حافظ مساحت است . شایان توجه است که به این تسطیح 

وش ین را بیش تری از منظره در یک عکس است ازنیز می گویند. لنز های چشم ماهی که برای ثبت مساحت 

 تسطیح استفاده می کنند.

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 پایان

09 پاییز  

(A.F.Z.) 

 

 

Do
wn

lo
ad

ed
 f

ro
m

: w
ww

.ic
os

m
o.

ir
Do

wn
lo

ad
ed

 f
ro

m
: w

ww
.ic

os
m

o.
ir

Do
wn

lo
ad

ed
 f

ro
m

: w
ww

.ic
os

m
o.

ir
Do

wn
lo

ad
ed

 f
ro

m
: w

ww
.ic

os
m

o.
ir


