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 انداز چشم

 کنون  است و احتمالا تا همیشه از مسائل مورد توجه مکانیک و دینامیک بوده ،تاثیر عوامل مختلفبررسی حرکت اجسام تحت 

از نیروی وارده به اجسام شروع  اجسام بررسی حرکت  ،اید. طبق اساس مکانیک کلاسیکمسائلی مربوط به حرکت اجسام حل کرده

از تاثیرات دیگر نیرو ها صرف نظر کرد. گرانش برای یک ذره منفرد  اتقریبتوان زند و میگرانش حرف اول را می ،شود. در آسمانمی

کنند و دار در آسمان به یکدیگر نیرو وارد میشود. هر دو ذره جرممعنایی ندارد و حضور ذرات دیگر است که باعث ایجاد نیرو می

 د.به یکدیگر مقید شوند و تشکیل یک سیستم پایدار بدهن ،ممکن است به دلیل این نیرو

تغییر جرم   ،ها در طبیعتواقعی سیستم ترین تغییراتهمچنین در ادامه ممکن است این سیستم دچار تغییراتی شود که عمده 

اعضای سیستم است. هدف کلی ما در این جزوه این است که ابتدا معادلات را برای یک سیستم دوتایی بنویسیم و حرکت ذرات را 

هایی برای تغییرات جرم چند حالت را حل کنیم و تغییرات سیستم را بدست بیاوریم. در بخش  سازیبررسی کنیم و سپس با مدل

 رویم.ای مسئله دو جسم گرانشی میاول به سراغ حل کلی بر

 سیستم های دوتایی گرانشی اهمیت زیادی در مکانیک سماوی و حتی اخترفیزیک و به طور کلی دیگر بخش های نجوم دارند.  

 بررسی کلی مسئله دوجسم

 لیتشک گریکدیگرانش  لیتر به دل قیبه طور دق ایهستند  ییدوتا میکنیکه مشاهده م یاز ستارگان یکه درصد قابل توجه میدانیم

 دیمق ، سیستمباشد یمنف ستمیس یکیمکان یتوان گفت اگر انرژیدلات مابا استفاده از مع نیاند. همچنداده ییدوتا ستمیس کی

مسئله دو جسم به صورت   یکنند. حل کلیشان نوسان مبه دور مرکز جرم مشترک  یضیب  ای  رهیدا  یخواهد بود و دو جسم در مدار ها

 نیمسئله ا نی. که در امیمدل کن یتک جسم نیگزیجا کیبا جسم را مسائل دو میکنیم یما سع  نیهم یبرا ستین یمجزا راه خوب

کند. یدوران م  ییجسم با جرم مجموع دوتا  کی  لحو  دهیموسوم به جرم کاه  یجسم با جرم  کیکه    میدهیانجام م  بدین گونهرا    کار

 دانش آموزان با این مدل سازی آشنایی دارند اما با دلیل پشت این کار آشنایی کافی ندارند.کثر ا

معادلات حرکت را از دید یک چارچوب باید  ابتدا  را بررسی کنیم.    𝑚2   و  𝑚1  جسمی شامل  بیایید معادلات دینامیکی یک سیستم دو

 نسبت به یک چارچوب لخت است.(   𝑅⃗)بردار  . طبق تعریف برای مرکز جرم داریم:لخت بنویسیم

𝑅⃗ 𝐶𝑀 =
∑ 𝑚𝑖𝑅⃗ 𝑖𝑖

∑ 𝑚𝑖𝑖
=
𝑚1𝑅⃗ 1 +𝑚2𝑅⃗ 2
𝑚1 +𝑚2

 

⇒ 𝑅⃗ ̇𝐶𝑀 =
𝑚1𝑅⃗ ̇1 +𝑚2𝑅⃗ ̇2
𝑚1 +𝑚2

 

⇒ 𝑅⃗ ̈𝐶𝑀 =
𝑚1𝑅⃗ ̈1 +𝑚2𝑅⃗ ̈2
𝑚1 +𝑚2

 

 داریم: نیوتون سومبا توجه به قانون 

𝐹 12 = −𝐹 21 
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𝐹 12 = 𝑚1𝑅⃗ ̈1   ,   𝐹 21 = 𝑚2𝑅⃗ ̈2 

⇒ 𝑚1𝑅⃗ ̈1 = −𝑚2𝑅⃗ ̈2 ⇒ 𝑚1𝑅⃗ ̈1 +𝑚2𝑅⃗ ̈2 = 0 

⇒ 𝑅⃗ ̈𝐶𝑀 = 0 ⇒ 𝑅⃗ ̇𝐶𝑀 = 𝑐𝑡𝑒 

معادلات را در دستگاه مرکز جرم  باشد.پس شتاب مرکز جرم صفر است و لذا دستگاه مختصات منطبق بر مرکز جرم لخت می

 :(باشد )گرانش، کولنی برداری مانند زیر ینیرو تابع ،کنیم. فرض مینویسیممی

𝐹 21 =
𝑘

𝑟2 𝑟̂ =
𝑘

𝑟3 𝑟  

 

 

 

 

 

 

 

 :استبردار نسبی   𝑟که در آن 

𝑟 ≡ 𝑅⃗ 2 − 𝑅⃗ 1 

 کنیم:بردار دو جسم از نظر مرکز جرم را تعریف می

𝑟 1 ≡ 𝑅⃗ 1 − 𝑅⃗ 𝐶𝑀      , 𝑟 2 ≡ 𝑅⃗ 2 − 𝑅⃗ 𝐶𝑀 

⇒ 𝑟 = 𝑟 2 − 𝑟 1 

⇒ 𝑟 ̇1 ≡ 𝑅⃗ ̇1 − 𝑅⃗ ̇𝐶𝑀      , 𝑟 ̇2 ≡ 𝑅⃗ ̇2 − 𝑅⃗ ̇𝐶𝑀 

⇒ 𝑟 ̈1 = 𝑅⃗ ̈1 − 0 = 𝑅⃗ ̈1      , 𝑟 ̈2 = 𝑅⃗ ̈2 − 0 = 𝑅⃗ ̈2 

⇒ 𝐹 12 = 𝑚1𝑟 ̈1   ,   𝐹 21 = 𝑚2𝑟 ̈2 

𝑅⃗ 𝑥)منظور از   اما بردار مرکز جرم از دید خود مرکز جرم صفر است:
𝑦⁄

 است.( 𝑦از دید  𝑥بردار  

𝑅⃗ 𝐶𝑀
𝐶𝑀⁄
= 0 ⇒ 𝑚1𝑟 1 +𝑚2𝑟 2 = 0 

⇒ 𝑟 1 = −
𝑚2

𝑚1
𝑟 2     , 𝑟 2 = −

𝑚1

𝑚2
𝑟 1 

𝑅⃗ 1 

𝑅⃗ 2 

𝑅⃗ 𝐶𝑀 

𝑟 1 

𝑟 2 

𝐶𝑀 

𝑚2 

𝑚1 

𝑟 = 𝑅⃗ 2 − 𝑅⃗ 1 

 

 

𝑥 

𝑧 

𝑦 
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⇒ 𝑟 = 𝑟 2 +
𝑚2

𝑚1
𝑟 2 = (

𝑚1 +𝑚2

𝑚1
) 𝑟 2 

⇒ 𝑟 = −
𝑚1

𝑚2
𝑟 1 − 𝑟 1 = −(

𝑚1 +𝑚2

𝑚2
) 𝑟 1 

 کنیم:را در معادله دینامیکی هر یک جایگذاری می 𝑟 2 و 𝑟 1 حال رابطه بدست آمده برای

𝐹 12 = 𝑚1𝑟 ̈1 = −
𝑘

𝑟3 𝑟 = 𝑘 (
𝑚1 +𝑚2

𝑚2
)
−3 1
𝑟1

3 (
𝑚1 +𝑚2

𝑚2
) 𝑟 1 

⇒ 𝑟 ̈1 = (
1
𝑚1
(
𝑚1 +𝑚2

𝑚2
)
−2

𝑘) 
𝑟 1
𝑟1

3 = 𝑘1  
𝑟 1
𝑟1

3 

𝑘1 ≡
1
𝑚1
 

𝑚2
2

(𝑚1 +𝑚2)2 𝑘 

𝐹 21 = 𝑚2𝑟 ̈2 =
𝑘

𝑟3 𝑟 = 𝑘 (
𝑚1 +𝑚2

𝑚1
)
−3 1
𝑟2

3 (
𝑚1 +𝑚2

𝑚1
) 𝑟 2 

⇒ 𝑟 ̈2 = (
1
𝑚2
(
𝑚1 +𝑚2

𝑚1
)
−2

𝑘) 
𝑟 2
𝑟2

3 = 𝑘2  
𝑟 2
𝑟2

3 

𝑘2 ≡
1
𝑚2
 

𝑚1
2

(𝑚1 +𝑚2)2 𝑘 

 پس معادله برداری به صورت زیر را باید برای هر مولفه حل کنیم:

𝑟 ̈𝑖 = 𝑘𝑖  
𝑟 𝑖
𝑟𝑖

3 

𝑘𝑖 ≡
1
𝑚𝑖
 

𝑚𝑗
2

(𝑚𝑖 +𝑚𝑗)
2 𝑘 

 کنیم:را جایگذاری می 𝑘𝑖و سپس ثابت ابیم یابتدا جواب این معادله برداری را می

𝑟 ̈𝑖 = 𝑘𝑖  
𝑟 𝑖
𝑟𝑖

3 

 کنیم:را پیدا می حرکت ابتدا یک ثابت

ℎ⃗ 𝑖 ≡
𝐿⃗ 𝑖
𝑚𝑖
= 𝑟 𝑖 × 𝑟 ̇𝑖 

ℎ⃗ ̇𝑖 =
𝑑

𝑑𝑡
(𝑟 𝑖 × 𝑟 ̇𝑖) = (𝑟 ̇𝑖 × 𝑟 ̇𝑖) + (𝑟 𝑖 × 𝑟 ̈𝑖) = 0+ 𝑟 𝑖 × (𝑘𝑖  

𝑟 𝑖
𝑟𝑖

3) = 0 
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⇒ ℎ⃗ 𝑖 = 𝑐𝑡𝑒 

ضرب خارجی  ℎ⃗ 𝑖حال دو طرف معادله شتاب را در ماند. پس حرکت در یک صفحه باقی می ،ای حرکت ثابت استچون تکانه زاویه

 کنیم:می

𝑟 ̈𝑖 × ℎ⃗ 𝑖 = 𝑘𝑖  
𝑟 𝑖
𝑟𝑖

3 × ℎ⃗
 
𝑖  

𝑑

𝑑𝑡
(𝑟 ̇𝑖 × ℎ⃗ 𝑖) = 𝑟 ̈𝑖 × ℎ⃗ 𝑖 + 𝑟 ̇𝑖 × ℎ⃗ ̇𝑖 = 𝑟 ̈𝑖 × ℎ⃗ 𝑖 + 0 

⇒
𝑑

𝑑𝑡
(𝑟 ̇𝑖 × ℎ⃗ 𝑖) = 𝑘𝑖  

𝑟 𝑖
𝑟𝑖

3 × ℎ⃗
 
𝑖  

 کنیم:برداری استفاده میبرای ساده سازی سمت راست معادله بالا مطابق زیر از روابط 

× 𝐴                                  کب:قاعده بک 𝐵⃗ × 𝐶 = 𝐵⃗ (𝐴 ∙ 𝐶 ) − 𝐶 (𝐴 ∙ 𝐵⃗ ) 

= 𝐴کار از نمادگذاری کب را اثبات کنید، برای اینتوانید به عنوان تمرین قاعده بکمی 𝐴𝑥𝑖̂ + 𝐴𝑦𝑗̂ + 𝐴𝑧𝑘̂ و  کنید استفاده

 همچنین: دهید دو سمت معادله برابر هستند. نشان

𝑑

𝑑𝑡
(𝑟 2) =

𝑑

𝑑𝑡
(𝑟 ⋅ 𝑟 ) =

𝑑

𝑑𝑡
(𝑟2) 

⇒ 2𝑟 ⋅ 𝑟 ̇ = 2𝑟𝑟̇ 

 پس:تنها اندازه مولفه شعاعی سرعت است.  𝑟̇کل بردار سرعت است و  ̇ 𝑟باشید که  توجه داشته

𝑟 𝑖
𝑟𝑖

3 × ℎ⃗
 
𝑖 =

1
𝑟𝑖

3 (𝑟 𝑖 × 𝑟 𝑖 × 𝑟 ̇𝑖) =
1
𝑟𝑖

3 (𝑟 𝑖(𝑟 𝑖 ⋅ 𝑟 ̇𝑖) − 𝑟 ̇𝑖(𝑟 𝑖 ⋅ 𝑟 𝑖)) 

⇒
𝑟 𝑖
𝑟𝑖

3 × ℎ⃗
 
𝑖 =

1
𝑟𝑖

3 (𝑟 𝑖(𝑟𝑖𝑟̇𝑖) − 𝑟 ̇𝑖(𝑟𝑖
2)) =

𝑟 𝑖𝑟̇𝑖 − 𝑟 ̇𝑖𝑟𝑖
𝑟𝑖

2  

 توان ساده کرد:اما این عبارت را می

𝑑

𝑑𝑡
(
𝑟 𝑖
𝑟𝑖
) =

𝑟 ̇𝑖𝑟𝑖 − 𝑟 𝑖𝑟̇𝑖
𝑟𝑖

2 = −
𝑟 𝑖𝑟̇𝑖 − 𝑟 ̇𝑖𝑟𝑖
𝑟𝑖

2  

⇒
𝑟 𝑖
𝑟𝑖

3 × ℎ⃗
 
𝑖 = −

𝑑

𝑑𝑡
(
𝑟 𝑖
𝑟𝑖
) 

⇒
𝑑

𝑑𝑡
(𝑟 ̇𝑖 × ℎ⃗ 𝑖) = −𝑘𝑖

𝑑

𝑑𝑡
(
𝑟 𝑖
𝑟𝑖
) 
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𝑑

𝑑𝑡
(𝑟 ̇𝑖 × ℎ⃗ 𝑖 + 𝑘𝑖

𝑟 𝑖
𝑟𝑖
) = 0 ⇒ 𝑟 ̇𝑖 × ℎ⃗ 𝑖 + 𝑘𝑖

𝑟 𝑖
𝑟𝑖
= 𝑐𝑡𝑒 ≡ 𝐶 𝑖 

 کنیم:را به صورت زیر تعریف می 𝑒 𝑖بردار بی بعد  𝐶 𝑖با توجه به ابعاد 

𝑒 𝑖 ≡
 𝐶 𝑖
𝑘𝑖
=
𝑟 ̇𝑖 × ℎ⃗ 𝑖
𝑘𝑖

+
𝑟 𝑖
𝑟𝑖

 

 کنیم:ضرب داخلی می 𝑟 𝑖حال هر دو طرف معادله را در به بردار خروج از مرکز معروف است.  𝑒 𝑖بردار 

𝑟 𝑖 ∙ 𝑒 𝑖 = 𝑟 𝑖 ∙ (
𝑟 ̇𝑖 × ℎ⃗ 𝑖
𝑘𝑖

) + 𝑟 𝑖 ∙
𝑟 𝑖
𝑟𝑖
=
𝑟 𝑖 ∙ (𝑟 ̇𝑖 × ℎ⃗ 𝑖)

𝑘𝑖
+
𝑟𝑖

2

𝑟𝑖
 

 دانیم:کنیم و همچنین میتعریف می 𝜃را  𝑒 𝑖و  𝑟 𝑖زاویه بین بردار 

(𝐴 × 𝐵⃗ ) ∙ 𝐶 = 𝐴 ∙ (𝐵⃗ × 𝐶 ) 

⇒ 𝑒𝑖𝑟𝑖 cos(𝜃) − 𝑟𝑖 =
𝑟 𝑖 ∙ (𝑟 ̇𝑖 × ℎ⃗ 𝑖)

𝑘𝑖
=
(𝑟 𝑖 × 𝑟 ̇𝑖) ∙ ℎ⃗ 𝑖

𝑘𝑖
=
ℎ𝑖

2

𝑘𝑖
 

⇒ 𝑟𝑖(𝜃) =

ℎ𝑖
2

𝑘𝑖
𝑒𝑖 cos(𝜃) − 1

 

این معادله با توجه   شود، بدست آمد.( اندازه گیری می𝑒 𝑖بردار خروج از مرکز )ای است که از راستای  که زاویه  𝜃برحسب    𝑟𝑖که رابطه  

گویند )پس خروج از مرکز مقطع مخروطی می 𝑒𝑖 به .تواند باشدمیمعادله قطبی مقاطع مخروطی مختلف  𝑒𝑖و اندازه  𝑘به علامت 

گویند شود راستای حضیض میاز آن سنجیده می  𝜃هم انتخاب نکردیم!(. همچنین به راستایی که  دلیل  نام بردار خروج از مرکز را بی

 که همان جهت بردار خروج از مرکز است.

𝑟 ̈𝑖نکته قابل توجه این است که این معادله صرفا از معادله  = 𝑘𝑖  
𝑟 𝑖

𝑟𝑖
ای واحد جرم هر یک از ذرات با شرط ثابت ماندن تکانه زاویه 3

ای جسمی داشته باشیم که نیروهایی به این شکل به یکدیگر وارد کنند به صورتی که تکانه زاویه  𝑁، پس اگر یک سیستم  دمبدست آ

∑هر یک از اجسام ثابت بماند )راستا  𝐹 𝑖𝑗𝑗  برای هر ذره𝑖 جرم  در راستای شعاعی باشد.(، آنگاه مسیر هر یک از ذرات حول مرکز

 روطی است.خسیستم یک مقطع م

 کنیم:هرکدام را جایگذاری می 𝑘و  نویسیممی 2و  1حال معادله را برای جرم 

𝑟1(𝜃) =

ℎ1
2

𝑘1

𝑒1 cos(𝜃) − 1
=

ℎ1
2

𝑘
(𝑚1 +𝑚2)

2

𝑚2
2 𝑚1

𝑒1 cos(𝜃) − 1
 

𝑟2(𝜃′) =

ℎ2
2

𝑘2

𝑒2 cos(𝜃′) − 1
=

ℎ2
2

𝑘
(𝑚1 +𝑚2)

2

𝑚1
2 𝑚2

𝑒2 cos(𝜃′) − 1
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دانیم:     از طرفی طبق معادلات مربوط به مرکز جرم می
𝑟1

𝑟2
=
𝑚2

𝑚1
 

⇒
𝑟1
𝑟2
=

ℎ1
2

𝑘
(𝑚1 +𝑚2)

2

𝑚2
2 𝑚1

𝑒1 cos(𝜃) − 1
ℎ2

2

𝑘
(𝑚1 +𝑚2)2

𝑚1
2 𝑚2

𝑒2 cos(𝜃′) − 1

=
𝑚2

𝑚1
 

⇒

ℎ1
2

𝑘
(𝑚1 +𝑚2)

2

𝑚2
2 𝑚1

𝑒1 cos(𝜃) − 1
ℎ2

2

𝑘
(𝑚1 +𝑚2)

2

𝑚1
2 𝑚2

𝑒2 cos(𝜃′) − 1

=

ℎ1
2

𝑚2
2𝑚1

𝑒1 cos(𝜃) − 1
ℎ2

2

𝑚1
2𝑚2

𝑒2 cos(𝜃′) − 1

=
𝑒2 cos(𝜃

′) − 1
𝑒1 cos(𝜃) − 1

(
ℎ1

ℎ2
)

2

(
𝑚1

𝑚2
)

3

=
𝑚2

𝑚1
 

 ای:همچنین برای تکانه زاویهو 

𝑟 1 = −
𝑚2

𝑚1
𝑟 2   ,   𝑟 ̇1 = −

𝑚2

𝑚1
𝑟 ̇2 

ℎ⃗ 1 = 𝑟 1 × 𝑟 ̇1 = (−
𝑚2

𝑚1
𝑟 2) × (−

𝑚2

𝑚1
𝑟 ̇2) = (

𝑚2

𝑚1
)

2

(𝑟 2 × 𝑟 ̇2) 

⇒ ℎ⃗ 1 = (
𝑚2

𝑚1
)

2

ℎ⃗ 2 

)هر دو جرم در یک جهت هستند و نسبت    ایبردار تکانه زاویهپس  
𝑚2

𝑚1
)

2
ای زاویه  جهت بودن بردار تکانهصورت شهودی همبه  دارند.  

 گیری کرد. و مرکزجرم نتیجه𝑚2  و 𝑚1خط ماندن علت هم  جهت بودن چرخش دو مولفه بهتوان از همرا می

⇒
𝑒2 cos(𝜃

′) − 1
𝑒1 cos(𝜃) − 1

((
𝑚2

𝑚1
)

2

)
2

(
𝑚1

𝑚2
)

3

=
𝑚2

𝑚1
 

⇒
𝑒2 cos(𝜃

′) − 1
𝑒1 cos(𝜃) − 1

(
𝑚2

𝑚1
) =

𝑚2

𝑚1
 

𝑒2 cos(𝜃
′) − 1 = 𝑒1 cos(𝜃) − 1 

⇒ 𝑒2 cos(𝜃
′) = 𝑒1 cos(𝜃)     (∗) 

 داریم:𝑘2  و 𝑘1همچنین طبق تعریف 

𝑘1

𝑘2
=

1
𝑚1
 

𝑚2
2

(𝑚1 +𝑚2)2 𝑘

1
𝑚2
 

𝑚1
2

(𝑚1 +𝑚2)2 𝑘

= (
𝑚2

𝑚1
)

3

 



 

8 

 

 داریم:  𝑒حال با توجه به تعریف بردار 

𝑒 1 =
𝑟 ̇1 × ℎ⃗ 1
𝑘1

+
𝑟 1
𝑟1
= (

−
𝑚2
𝑚1
𝑟 ̇2 × (

𝑚2
𝑚1
)

2
ℎ⃗ 2

(
𝑚2
𝑚1
)

3
𝑘2

+
−
𝑚2
𝑚1
𝑟 2

𝑚2
𝑚1
𝑟2
) 

⇒ 𝑒 1 = −(
𝑟 ̇2 × ℎ⃗ 2
𝑘2

+
𝑟 2
𝑟2
) = −𝑒 2 

 داریم: (∗)است. از  یکدیگرمخالف  ها و جهت آن برابربه این نتیجه رسیدیم که اندازه بردار خروج از مرکز دو جسم 

𝑒 ≡ 𝑒1 = 𝑒2 

(∗) ⇒ 𝑒 cos(𝜃′) = 𝑒 cos(𝜃) ⇒ cos(𝜃′) = cos(𝜃) 

⇒ 𝜃′ = ±𝜃 

دو حرکت حول مرکز جرم داریم که هر دو جسم باید در دو راستا مقابل هم باقی بمانند پس زاویه آنها از دو راستای حضیض آنها 

 گیرند. پس:باشد و اگر منفی یکدیگر باشد آن دو جسم بر روی یک خط قرار نمیکه مقابل هم قرار دارد هم باید مساوی 

⇒ 𝜃′ = 𝜃 

 و معادلات کلی حرکت هر یک از اجرام از دید مرکز جرم:

𝑒 1 = −𝑒 2 =
𝑟 ̇1 × ℎ⃗ 1
𝑘1

+
𝑟 1
𝑟1

 

𝑟1(𝜃) =

ℎ1
2

𝑘
(𝑚1 +𝑚2)

2

𝑚2
2 𝑚1

𝑒 cos(𝜃) − 1
        , 𝑟2(𝜃) =

ℎ2
2

𝑘
(𝑚1 +𝑚2)

2

𝑚1
2 𝑚2

𝑒 cos(𝜃) − 1
 

𝑟 1 = −
𝑚2

𝑚1
𝑟 2    ,   𝑟 ̇1 = −

𝑚2

𝑚1
𝑟 ̇2  

 کاهیده نسبی و جرم مسئله معادل، حرکت

 حال بیایید معادلات حرکت نسبی را بنویسیم:

𝑟 ̈ = 𝑟 ̈2 − 𝑟 ̈1 

⇒ 𝑟 ̈ =
1
𝑚2

𝑘

𝑟3 𝑟 −
1
𝑚1
(−

𝑘

𝑟3 𝑟 ) = (
𝑚1 +𝑚2

𝑚1𝑚2
)
𝑘

𝑟3 𝑟  

(
𝑚1𝑚2

𝑚1 +𝑚2
) 𝑟 ̈ =

𝑘

𝑟3 𝑟  
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𝜇 ≡
𝑚1𝑚2

𝑚1 +𝑚2
 

⇒ 𝜇𝑟 ̈ =
𝑘

𝑟3 𝑟  

تحت نیروی  𝜇معادلات به شکلی شد که گویا جسمی به جرم 
𝑘

𝑟3 𝑟  کند. ما به حرکت می𝜇 گوییم. پس برای مدار جرم کاهیده می

 نسبی:

𝑘𝑟𝑒𝑙 =
𝑘

𝜇
 

𝑑(ℎ⃗ 𝑟𝑒𝑙)

𝑑𝑡
=
𝑑

𝑑𝑡
(𝑟 𝑟𝑒𝑙 × 𝑟 ̇𝑟𝑒𝑙) = 𝑟 ̇ × 𝑟 ̇ + 𝑟 × 𝑟 ̈ = 0+ 𝑟 × (

𝑘

𝜇𝑟3 𝑟 ) = 0 

⇒ ℎ⃗ 𝑟𝑒𝑙 = 𝑐𝑡𝑒 = (−(
𝑚1 +𝑚2

𝑚2
) 𝑟 1) × (− (

𝑚1 +𝑚2

𝑚2
) 𝑟 ̇1) = (

𝑚1 +𝑚2

𝑚2
)

2

ℎ⃗ 1 ≡ ℎ⃗  

⇒ ℎ⃗ = (
𝑚1 +𝑚2

𝑚1
)

2

ℎ⃗ 2 

 حل معادله برداری مانند قبل است: ایبا توجه به ثابت ماندن تکانه زاویه

𝑟(𝜃″) =

𝜇ℎ2

𝑘
𝑒𝑟𝑒𝑙 cos(𝜃″) − 1

 

 و بردار خروج از مرکز:

𝑒 𝑟𝑒𝑙 = (
𝑟 ̇ × ℎ⃗ 

𝑘
𝜇

+
𝑟 

𝑟
) = (

(
𝑚1 +𝑚2
𝑚1

) 𝑟 ̇2 × (
𝑚1 +𝑚2
𝑚1

)
2
ℎ⃗ 2

(
𝑚1 +𝑚2
𝑚1𝑚2

) 𝑘
+
(
𝑚1 +𝑚2
𝑚1

) 𝑟 2

(
𝑚1 +𝑚2
𝑚1

) 𝑟2

) 

⇒ 𝑒 𝑟𝑒𝑙 = (
𝑟 ̇2 × ℎ⃗ 2

(
𝑚1

𝑚1 +𝑚2
)

2 1
𝑚2
𝑘
+
𝑟 2
𝑟2
) =

𝑟 ̇2 × ℎ⃗ 2
𝑘2

+
𝑟 2
𝑟2
= 𝑒 2 = −𝑒 1 

𝑒 ≡ 𝑒 𝑟𝑒𝑙 = 𝑒 2 = −𝑒 1 

عکس مشابه مدار ها رو ب 1از دید  2پس اندازه خروج از مرکز مدار نسبی برابر خروج از مرکز هر یک از دو جسم است و لذا مدار 

برابر  2بردار خروج از مرکز مدار نسبی با بردار خروج از مرکز مدار است. چون حول مرکز جرم است و صرفا مقیاس آن تغییر کرده

 از دید مرکز جرم است پس زاویه بین این دو باهم برابر است: 2است و راستا بردار نسبی در جهت بردار 

𝑒̂ = 𝑒̂2       , 𝑟̂ = 𝑟̂2 

⇒ 𝜃″ = 𝜃′ = 𝜃 
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 داریم: 𝑟برای طول  ،است یکدیگرمخالف  𝑟 2و  𝑟 1چون راستا 

𝑟 = 𝑟1 + 𝑟2 

 نیز قابل اثبات است. رابطه نهایی برای مدار نسبی: 𝑟(𝜃)و  𝑟2(𝜃)و  𝑟1(𝜃)که رابطه بالا توسط روابط 

⇒ 𝑟(𝜃) =

𝜇ℎ2

𝑘
𝑒 cos(𝜃) − 1

 

ایم. این شکل مدار بیضوی را نشان در شکل زیر حرکت را از دید مرکز جرم و همچنین بردار اجسام و بردارنسبی را رسم کرده

   دهد:می

 

 

 

 

 

 

 کنیم:همچنین رابطه ای برای تکانه زاویه ای سیستم پیدا می

𝐿⃗ 𝑠𝑦𝑠 = 𝑚1ℎ⃗ 1 +𝑚2ℎ⃗ 2 = 𝑚1ℎ⃗ 1 +𝑚2 (
𝑚1

𝑚2
)

2

ℎ⃗ 1 

⇒ 𝐿⃗ 𝑠𝑦𝑠 = 𝑚1ℎ⃗ 1 +𝑚2 (
𝑚1

𝑚2
)

2

ℎ⃗ 1 = (1+
𝑚1

𝑚2
)𝑚1ℎ⃗ 1 = (1+

𝑚1

𝑚2
)𝑚1 (

𝑚2

𝑚1 +𝑚2
)

2

ℎ⃗  

⇒ 𝐿⃗ 𝑠𝑦𝑠 = (
𝑚1𝑚2

𝑚1 +𝑚2
) ℎ⃗ = 𝜇ℎ⃗  

. ابتدا شتاب هر یک از اجرام را در رابطه ای برای انرژی مکانیکی کل سیستم بیابیم بایدکه به رابطه بسیار جالبی رسیدیم. حال 

 کنیم:سرعت آن ضرب داخلی می

𝑚1𝑅⃗ ̈1 ⋅ 𝑅⃗ ̇1 = −
𝑘

𝑟3 𝑟 ⋅ 𝑅⃗
 ̇1 =

𝑑

𝑑𝑡
(
𝑚1

2
|𝑅⃗ ̇1|

2
) 

𝑚2𝑅⃗ ̈2 ⋅ 𝑅⃗ ̇2 =
𝑘

𝑟3 𝑟 ⋅ 𝑅⃗
 ̇2 =

𝑑

𝑑𝑡
(
𝑚2

2
|𝑅⃗ ̇2|

2
) 

 بندیم:طرف معادله را جمع میدو 

⇒
𝑑

𝑑𝑡
(
𝑚1

2
|𝑅⃗ ̇1|

2
+
𝑚2

2
|𝑅⃗ ̇2|

2
) = −

𝑘

𝑟3 𝑟 ⋅ 𝑅⃗
 ̇1 +

𝑘

𝑟3 𝑟 ⋅ 𝑅⃗
 ̇2 =

𝑘

𝑟3 𝑟 ∙ (𝑅⃗
 ̇2 − 𝑅⃗ ̇1) 

𝐶𝑀 𝑚1 

𝑚2 

𝑟 1 

𝑟 2 

𝑟  

𝜃 

𝜃 

𝑒̂2 

𝑒̂2 

 

𝑒̂1 

𝑒̂2 
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⇒
𝑑

𝑑𝑡
(
𝑚1

2
|𝑅⃗ ̇1|

2
+
𝑚2

2
|𝑅⃗ ̇2|

2
) =

𝑘

𝑟3 𝑟 ∙ 𝑟 ̇ =
𝑘

𝑟2 𝑟̇ =
𝑑

𝑑𝑡
(−
𝑘

𝑟
) 

𝑑

𝑑𝑡
(
𝑚1

2
|𝑅⃗ ̇1|

2
+
𝑚2

2
|𝑅⃗ ̇2|

2
+
𝑘

𝑟
) = 0 

عبارت  
𝑚1

2
|𝑅⃗ ̇1|

2
+
𝑚2

2
|𝑅⃗ ̇2|

2
سیستم و    جنبشیانرژی     

𝑘

𝑟
 است پس انرژی مکانیکی سیستم پایسته است:پتانسیل سیستم  انرژی    

𝐾𝑠𝑦𝑠 ≡
𝑚1

2
|𝑅⃗ ̇1|

2
+
𝑚2

2
|𝑅⃗ ̇2|

2
         , 𝑈𝑠𝑦𝑠 ≡

𝑘

𝑟
 

⇒ 𝐸𝑠𝑦𝑠 = 𝐾𝑠𝑦𝑠 + 𝑈𝑠𝑦𝑠 = 𝑐𝑡𝑒  

حال رابطه سرعت هر یک از اجرام را در دستگاه مرکز جرم جایگذاری می کنیم و رابطه جدیدی برای انرژی مکانیکی سیستم بدست 

 می آوریم:

𝑅⃗ ̇𝑖 = 𝑟 ̇𝑖 + 𝑅⃗ ̇𝐶𝑀        , 𝑀 ≡ 𝑚1 +𝑚2 

𝐾𝑠𝑦𝑠 =
1
2
𝑚1 |𝑟 ̇1 + 𝑅⃗ ̇𝐶𝑀|

2
+

1
2
𝑚2 |𝑟 ̇2 + 𝑅⃗ ̇𝐶𝑀|

2
 

𝐾𝑠𝑦𝑠 =
1
2
𝑚1 (|𝑟 ̇1|

2
+ |𝑅⃗ ̇𝐶𝑀|

2
+ 2𝑟 ̇1 ∙ 𝑅⃗ ̇𝐶𝑀) +

1
2
𝑚2 (|𝑟 ̇2|

2
+ |𝑅⃗ ̇𝐶𝑀|

2
+ 2𝑟 ̇2 ∙ 𝑅⃗ ̇𝐶𝑀) 

⇒ 𝐾𝑠𝑦𝑠 =
1
2
𝑚1|𝑟 ̇1|

2
+

1
2
𝑚2|𝑟 ̇2|

2
+

1
2
(𝑚1 +𝑚2) |𝑅⃗ ̇𝐶𝑀|

2
+ (𝑚1𝑟 ̇1 +𝑚2𝑟 ̇2) ∙ 𝑅⃗ ̇𝐶𝑀 

𝑚1𝑟 ̇1اما قبلا اثبات کردیم در دستگاه مرکز جرم  +𝑚2𝑟 ̇2 =  کنیم:و همچنین نمادگذاری زیر را اختیار می 0

𝑣1
2 ≡ |𝑟 ̇1|

2
 

⇒ 𝐾𝑠𝑦𝑠 =
1
2
𝑚1𝑣1

2 +
1
2
𝑚2𝑣2

2 +
1
2
𝑀𝑉𝐶𝑀

2  

𝐾𝑠𝑦𝑠 = 𝐾1 + 𝐾2 + 𝐾𝐶𝑀  

 ای متناظر برای مدار نسبی بیابیم:رابطه اکنون باید

𝜇𝑟 ̈ =
𝑘

𝑟3 𝑟  

⇒ 𝜇𝑟 ̈ ⋅ 𝑟 ̇ =
𝑘

𝑟3 𝑟 ⋅ 𝑟 ̇ 

⇒
𝜇

2
𝑑

𝑑𝑡
(𝑟 ̇ ⋅ 𝑟 ̇) =

𝑘

𝑟3 𝑟𝑟̇ =
𝑘

𝑟2 𝑟̇ =
𝑑

𝑑𝑡
(−
𝑘

𝑟
) 
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⇒ 𝜇
𝑑

𝑑𝑡
(
𝑣2

2
+
𝑘

𝜇𝑟
) = 0 

⇒ 𝜀 ≡
𝑣2

2
+
𝑘

𝜇𝑟
= 𝑐𝑡𝑒 

انرژی مکانیکی واحد جرم می گویند. حال باید بررسی کنیم و ببینم با ضرب انرژی مکانیکی واحد جرم در جرم کاهیده چه  𝜀به 

 اتفاقی می افتد:

𝐸 ≡ 𝜇𝜀 =
𝜇𝑣2

2
+
𝑘

𝑟
     ,    

𝑘

𝑟
= 𝑈𝑠𝑦𝑠 

𝜇𝑣2

2
=

1
2
(
𝑚1𝑚2

𝑚1 +𝑚2
) |𝑟 ̇|

2
=

1
2
(
𝑚1𝑚2

𝑚1 +𝑚2
) |𝑅⃗ ̇2 − 𝑅⃗ ̇1|

2
 

⇒
𝜇𝑣2

2
=

1
2
(
𝑚1𝑚2

𝑚1 +𝑚2
) (|𝑅⃗ ̇1|

2
+ |𝑅⃗ ̇2|

2
− 2𝑅⃗ ̇2 ∙ 𝑅⃗ ̇1) 

 همچنین می دانیم:

𝑀𝑉⃗ 𝐶𝑀 = 𝑚1𝑅⃗ ̇1 +𝑚2𝑅⃗ ̇2 ⇒ 𝑀2𝑉𝐶𝑀
2 = 𝑚1

2 |𝑅⃗ ̇1|
2
+𝑚2

2 |𝑅⃗ ̇2|
2
+ 2𝑚1𝑚2𝑅⃗ ̇1 ∙ 𝑅⃗ ̇2 

⇒ 2𝑅⃗ ̇2 ∙ 𝑅⃗ ̇1 =
𝑀2𝑉𝐶𝑀

2 −𝑚1
2 |𝑅⃗ ̇1|

2
−𝑚2

2 |𝑅⃗ ̇2|
2

𝑚1𝑚2
 

⇒
𝜇𝑣2

2
=

1
2
(
𝑚1𝑚2

𝑀
)(|𝑅⃗ ̇1|

2
+ |𝑅⃗ ̇2|

2
−
𝑀2𝑉𝐶𝑀

2 −𝑚1
2 |𝑅⃗ ̇1|

2
−𝑚2

2 |𝑅⃗ ̇2|
2

𝑚1𝑚2
) 

⇒
𝜇𝑣2

2
=

1
2
(

1
𝑀
)(𝑚1𝑚2 |𝑅⃗ ̇1|

2
+𝑚1𝑚2 |𝑅⃗ ̇2|

2
−𝑀2𝑉𝐶𝑀

2 +𝑚1
2 |𝑅⃗ ̇1|

2
+𝑚2

2 |𝑅⃗ ̇2|
2
) 

⇒
𝜇𝑣2

2
=

1
2

1
𝑀
(𝑚1 |𝑅⃗ ̇1|

2
(𝑚1 +𝑚2) + 𝑚2 |𝑅⃗ ̇2|

2
(𝑚1 +𝑚2) − 𝑀

2𝑉𝐶𝑀
2 ) 

⇒
𝜇𝑣2

2
=

1
2
(𝑚1 |𝑅⃗ ̇1|

2
+𝑚2 |𝑅⃗ ̇2|

2
−𝑀𝑉𝐶𝑀

2 ) 

⇒
𝜇𝑣2

2
= 𝐾𝑠𝑦𝑠 − 𝐾𝐶𝑀 

⇒ 𝐸 = 𝐾𝑠𝑦𝑠 − 𝐾𝐶𝑀 + 𝑈𝑠𝑦𝑠  

پس 
𝜇𝑣2

2
𝐸و  نسبت به مرکز جرمانرژی جنبشی   = 𝜇𝜀 است. نسبت به مرکز جرم انرژی مکانیکی 

𝑘دقت کنید که برای گرانش:   = −𝐺𝑚1𝑚2       :و برای نیروی کولنی𝑘 =
𝑞1𝑞2

4𝜋𝜖0
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 مسائل تغییر جرم 

افتد شهود پیدا تا حدی به نوشتن معادلات و اتفاقی که در مدار میرا بررسی کردیم که یک بار حلی برای مسئله دو جسم  اکنون

ها وجود دارد. همانطور که قبلا دیگری نیز برای بدست آوردن معادله حرکت دوتاییهای کردیم. البته این تنها راه حل نیست و راه

این تغییرات را به دو دسته کلی تغییر جرم ناگهانی و تغییر جرم پیوسته  .کنیمخواهیم حالاتی از تغییر جرم را بررسیاشاره کردیم می

 کنیم.تقسیم می

 ها است.از مولفه کیهر  یکیزیکه وجود دارد تحولات اخترف یگرید مسئله

 یذرات است. برا یبر مدارها هیقض نیا ریها در اثر تحولات و تاثمولفه یجرم راتییتغ میکنیکه قرار است ما در ادامه بررس یزیچ

 یسوزاندن جرم و بادها ا، یداشته باشد یکاهش قابل توجه ،شوند جرمیباعث م نیستارگان سنگ یبرا یابرنواختر یمثال انفجارها

که تحت   یبر مدار جسم یراتیتوانند تاثیم یشوند ولیآرام انجام م اریگرچه بس ،هستندذرات از ستاره  وعهکه خروج مجم یاستاره

 گرانش ستاره است داشته باشند.

 .کند دایانتقال پ  ریگمولفه به مولفه د کیممکن است جرم از  یدر حالات و

 .میسیها بنوآن یو معادلات را برا میکن یساده بررس یها یسازچند حالت را با مدل میکنیم یسع ما

 

 تغییر جرم ناگهانی یا گسسته

افتند و زمان انجام رخداد صفر است. به لحاظ یک بررسی واقعی این حالت این حالت شامل تغییراتی است که به طور آنی اتفاق می

های گیرد مثلا تشدید واکنش های هسته ای یا تحولات ستاره ای و به طور خاص انفجاربرمیغالبا انفجار های ستاره ای را در 

 کنید.افتد پیدا میدر این پدیده فیزیکی میکه  ابرنواختری. با دیدن فرض ها و معادلات این راه حل ها شهود بسیار بهتری به اتفاقاتی  

  رویم.ی خاص از این مسئله میکنیم و به سراغ حل مواردبیش از این وقت را تلف نمی

 

 تغییر جرم ناگهانی یک مولفه 

های مختلف و شاید متناقضی )!( برای این حالت دیده باشید. حال حله  کنیم که شاید تا ببرای شروع یک حالت معروف را بررسی می

مقداری جرم  هستند،افتد این است که در یک سیستم دوتایی که در مدار های دایروی در حال حرکت اتفاقی که در این حالت می

 شود.ها به طور ناگهانی ناپدید میاز یکی از مولفه

به صورت همسانگرد  𝛥𝑚کنیم ( به بیرون پرتاب شود. فرض می𝑚1از جرم اول ) 𝛥𝑚کنیم که جرم برای حل این مساله فرض می

شود و بنابراین در زمانی که شعاع پوسته از شعاع مداری کمتر است نیروی گرانش وارده بر جرم  دور می  1)پوسته کروی( از جرم 

𝑚𝑅به    𝑚1در یک لحظه جرم    ،کند و هنگامی که شعاع پوسته از شعاع مداری بزرگتر شود( تغییری نمی𝑚2دوم ) = 𝑚1 − 𝛥𝑚 

 شود.تبدیل می
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 توان به صورت زیر نوشت: می ،انرژی مدار قبل از انفجار از دید مرکز جرم را

𝐸𝑖 = 𝜇𝜀 =
1
2
𝜇𝑣2 −

𝑘

𝑟
=

1
2
𝑚1𝑚2

𝑚1 +𝑚2
𝑣2 −

𝐺𝑚1𝑚2

𝑟
 

 با فرض دایروی بودن مدار اولیه برای سرعت داریم:

𝑣2 = 𝑣𝑐
2 =

𝑘

𝜇𝑟
=
𝐺(𝑚1 +𝑚2)

𝑟
 

کند. برای رابطه ماند و جرم اول تغییر میتقریبا سرعت نسبی ثابت میشود لحظه ای که شعاع پوسته بزرگتر از شعاع مداری می

 کنیم.(شود و سرعت را از رابطه بالا جایگذاری میتبدیل می 𝑚𝑅به  𝑚1انرژی در این لحظه داریم: )

𝐸𝑓 =
1
2
𝑚𝑅𝑚2

𝑚𝑅 +𝑚2

𝐺(𝑚1 +𝑚2)

𝑟
−
𝐺𝑚𝑅𝑚2

𝑟
 

 تعیین خواهدکرد. شرط مقید ماندن مدار منفی بودن این انرژی است: سرنوشت مدار جدید را اندازه این انرژی جدید 

𝐸𝑓 < 0 

1
2
𝑚𝑅𝑚2

𝑚𝑅 +𝑚2

𝐺(𝑚1 +𝑚2)

𝑟
−
𝐺𝑚𝑅𝑚2

𝑟
< 0 

دو طرف این عبارت را در 
2𝑟(𝑚𝑅+𝑚2)

𝐺𝑚𝑅𝑚2
 کنیم:ضرب می 

(𝑚1 +𝑚2) − 2(𝑚𝑅 +𝑚2) < 0 

𝑚2 +𝑚1 − 2𝑚𝑅 − 2𝑚2 < 0 

⇒  𝑚𝑅 >
𝑚1 −𝑚2

2
 

 و یا به عبارتی:

𝛥𝑚 = 𝑚1 −𝑚𝑅 ⇒ 𝛥𝑚 <
𝑚1 +𝑚2

2
  

 و اما جوابی دیگر برای این مسئله:

نویسیم و انرژی مکانیکی را از رابطه انرژی در این روش برای بدست آوردن انرژی، انرژی جنبشی هر جرم را به صورت جداگانه می

 کنیم:مدار جایگذاری می

𝐸𝑖 =
1
2
𝑚1𝑣1

2 +
1
2
𝑚2𝑣2

2 −
𝐺𝑚1𝑚2

𝑟
= −

𝐺𝑚1𝑚2

2𝑟
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 مرکز جرم داریم: رابطهبا توجه به 

𝑚1𝑣1 = 𝑚2𝑣2 ⇒ 𝑣2 =
𝑚1

𝑚2
𝑣1 

 برای انرژی سیستم داریم: 𝛥𝑚در رابطه با سرعت پس از جدا شدن  ،و با توجه به استدلال های قسمت قبلی

𝐸𝑓 =
1
2
𝑚𝑅𝑣1

2 +
1
2
𝑚2𝑣2

2 −
𝐺𝑚𝑅𝑚2

𝑟
 

 نویسیم:می 𝑣1را برحسب جرم ها و  𝑣2در روابط ابتدا سرعت 

𝐸𝑖 =
1
2
𝑚1𝑣1

2 +
1
2
𝑚2(

𝑚1

𝑚2
𝑣1)

2 −
𝐺𝑚1𝑚2

𝑟
= −

𝐺𝑚1𝑚2

2𝑟
       (∗) 

𝐸𝑓 =
1
2
𝑚𝑅𝑣1

2 +
1
2
𝑚2(

𝑚1

𝑚2
𝑣1)

2 −
𝐺𝑚𝑅𝑚2

𝑟
       (∗∗) 

 آوریم:را بدست می 𝑣1،  (∗)از رابطه 

1
2
𝑚1𝑣1

2 +
1
2
𝑚2(

𝑚1

𝑚2
𝑣1)

2 = +
𝐺𝑚1𝑚2

2𝑟
 

⇒ 𝑣1
2 (𝑚1 +

𝑚1
2

𝑚2
) =

𝐺𝑚1𝑚2

𝑟
 

𝑣1
2𝑚1 (1+

𝑚1

𝑚2
) =

𝐺𝑚1𝑚2

𝑟
 

⇒ 𝑣1
2 =

𝐺𝑚2

𝑟 (1 +
𝑚1
𝑚2
)
=

𝐺𝑚2
2

𝑟(𝑚1 +𝑚2)
 

 کنیم:جایگذاری می (∗∗)را در رابطه  𝑣1حال 

𝐸𝑓 =
1
2
𝑚𝑅

𝐺𝑚2
2

𝑟(𝑚1 +𝑚2)
+

1
2
𝑚1

2

𝑚2

𝐺𝑚2
2

𝑟(𝑚1 +𝑚2)
−
𝐺𝑚𝑅𝑚2

𝑟
 

 منفی بودن انرژی کل است: ،شرط مقید بودن مدار

𝐸𝑓 < 0 

 که با جایگذاری داریم:

1
2
𝑚𝑅

𝐺𝑚2
2

𝑟(𝑚1 +𝑚2)
+

1
2
𝑚1

2

𝑚2

𝐺𝑚2
2

𝑟(𝑚1 +𝑚2)
−
𝐺𝑚𝑅𝑚2

𝑟
< 0 
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کنیم و آن را در حال این عبارت را ساده سازی می
2𝑟(𝑚1+𝑚2)

𝐺
 کنیم:میضرب  

𝑚𝑅𝑚2
2 +𝑚1

2𝑚2 − 2𝑚𝑅𝑚2(𝑚1 +𝑚2) < 0 

𝑚𝑅𝑚2
2 +𝑚1

2𝑚2 − 2𝑚𝑅𝑚2𝑚1 − 2𝑚𝑅𝑚2
2 < 0 

𝑚1
2𝑚2 − 2𝑚𝑅𝑚2𝑚1 −𝑚𝑅𝑚2

2 < 0 

 کنیم:تقسیم می 𝑚2معادله را بر 

𝑚1
2 −𝑚𝑅(2𝑚1 +𝑚2) < 0 

𝑚𝑅 >
𝑚1

2

(2𝑚1 +𝑚2)
 

 توان به این صورت نوشت:همچنین می که این رابطه با رابطه بدست آمده در قسمت قبل در تناقض است! 

𝑚𝑅
𝑚1 +𝑚2

>
𝑚1

2

(2𝑚1 +𝑚2)(𝑚1 +𝑚2)
 

𝑚1صورت و مخرج را بر  
 کنیم:تقسیم می 2

𝑚𝑅
𝑚1 +𝑚2

>
1

(2+
𝑚2
𝑚1
) (1+

𝑚2
𝑚1
)
 

که در حد 
𝑚2

𝑚1
→  آید:بدست می 𝑚𝑅)جرم دوم بسیار ناچیز باشد( حد پایین  0

⇒ 
𝑚𝑅

𝑚1 +𝑚2
>

1

(2+
𝑚2
𝑚1
) (1+

𝑚2
𝑚1
)
≥

1
2
  

بعد از کاهش جرم یک مولفه است. قبل از کاهش جرم   سرعت مرکزجرم  ،حل قبلی به آن توجه نشده بودمشکل اصلی که در راهو اما  

و سرعت  هستند نویسیم لذا تمام معادلات مرکزجرم برقرارهمه معادلات و سرعت هارا در دستگاه مرکزجرم می ،در حالت اولیه

سرعت دو مولفه و جرم   مرکزجرم صفر است. اما بعد از ایجاد تحول و تغییر جرم یک مولفه با توجه به رابطه سرعت مرکزجرم و اینکه

کند و دیگر صفر نخواهد بود. حال موضوع این است که وجود سرعت سرعت مرکزجرم الزاما تغییر می ،مانندمولفه دیگر ثابت می

 مرکزجرم چه تاثیری بر روی مسئله ما می گذارد؟

است که در ا  نکته اصلی و مهم اینج کنیم.یدر این مسئله ما می خواهیم وضعیت مقید بودن سیستم را بعد از تغییر ایجاد شده بررس

و سرعت  استشود سرعت نسبی دو مولفه نسبت به یکدیگر یک سیستم دوتایی سرعتی که باعث نامقید شدن یا فرار یک مولفه می

 تاثیری در این قضیه ندارد. ،مرکزجرم یا در واقع سرعت کل مجموعه

یک انرژی پتانسیل گرانشی وجود دارد که عامل  ،است. در یک سیستم دوتایی گرانشیشهود بهتر برای این قضیه توجه به انرژی 

اما نکته ؛ را نامقید کندمقید بودن و جذب مولفه ها است و یک انرژی جنبشی که می خواهد انرژی کل سیستم را زیاد کند و آن

است که این انرژی جنبشی که می خواهد سیستم را نامقید کند با جمع انرژی جنبشی دو مولفه در هر دستگاه دلخواه ا جینااصلی 
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اید که انرژی جنبشی یک  احتمالا دیده های جنبشی را حتما در دستگاه مرکزجرم بنویسیم.برای این برابری باید انرژی .نیستبرابر 

 ند:نویسسیستم دوتایی را به فرم زیر می

𝐾 = 𝐾𝑟𝑒𝑙 + 𝐾𝐶𝑀 

𝐾𝑟𝑒𝑙  دقیقا همان بخش از انرژی جنبشی است که در مقید بودن یا نبودن نقش دارد و می بینیم که فقط در دستگاه مرکز جرم

𝐾 = 𝐾𝑟𝑒𝑙 .می شود 

باید معادلات و سرعت های بعد از کاهش جرم را در دستگاه مرکز جرم ثانویه بنویسیم و این عملا به این  ،پس ما برای اصلاح پاسخ

  ها کم کنیم.است که سرعت مرکز جرم بعد از کاهش جرم را بدست آوریم و از سرعت مولفهی معن

معادلات را از حالت برداری خارج  برآن هستند،همه بردارها در دو راستا ارجح، خط واصل دوجسم و راستای عمود  کهباتوجه به این

  کنیم.اثر جهت بردار را در علامت اسکالر آن لحاظ می نویسیم.صورت اسکالر میو بهکرده 

تغییر پیدا  𝑚𝑅به  1داریم که طی یک اتفاق جرم  𝑚2و  𝑚1مسئله را اینطور در نظر بگیرید که یک سیستم دوتایی با جرم های 

که بعد تغییر جرم هم ثابت  ،های دو مولفه در دستگاه مرکز جرم اولیهسرعت دهیم.نشان می 𝐷کند. فاصله اولیه دو جسم را با می

𝑣1های دو مولفه در دستگاه مرکز جرم ثانویه را با و سرعت 𝑣2 و𝑣1باقی می ماند را با 
𝑣2و  ′

دهیم. به شکل و معادلات زیر نشان می ′

 توجه کنید:

 

 

 

 

 

 

 

𝑣𝐶𝑀 =
𝑚2
′𝑣2 −𝑚1

′𝑣1

𝑚1
′ +𝑚2

′  

𝑚2
′ = 𝑚2  ,   𝑚1

′ = 𝑚𝑅 

𝑀 = 𝑚1 +𝑚2 

شود چون مکان مرکز جرم جابجا شده ماند ولی فاصله از مرکز جرم هر مولفه عوض میبا وجود اینکه فاصله بین دو جسم ثابت می

 است.

𝐷 = 𝑟1 + 𝑟2 = 𝑟1
′ + 𝑟2

′ = 𝑐𝑡𝑒 

𝑚1𝑟1 = 𝑚2𝑟2 ⇒  𝑟1 =
𝑚2

𝑚1
𝑟2 

𝑣1 

𝑣2 

𝑚2 𝑚1 𝑟1 𝑟2 

𝐶𝑀 
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𝐷 = 𝑟1 + 𝑟2 =
𝑚2

𝑚1
𝑟2 + 𝑟2 = 𝑟2 (1+

𝑚2

𝑚1
) =  

𝑟2
𝑚1
𝑀 

𝑟1 =
𝐷

𝑀
𝑚2    ,   𝑟2 =

𝐷

𝑀
𝑚1 

 کنیم.نویسیم و باز هم از معادلات مرکز جرم استفاده میمعادله نیرو اولیه را می ،و برای سرعت دو ذره

𝐹 = −
𝐺𝑚1𝑚2

𝐷2 = −
𝑚1𝑣1

2

𝑟1
= −

𝑚2𝑣2
2

𝑟2
 

𝑣1
2 =

𝐺

𝐷2𝑚2𝑟1   ,   𝑣2
2 = 

𝐺

𝐷2𝑚1𝑟2 

 از روابط قبل: 𝑟2و  𝑟1با جایگذاری 

 𝑣1 = √
𝐺

𝑀𝐷
𝑚2  , 𝑣2 = √

𝐺

𝑀𝐷
𝑚1 

 پس برای سرعت مرکز جرم خواهیم داشت:

𝑣𝐶𝑀 =
𝑚2𝑣2 −𝑚𝑅𝑣1

𝑚2 +𝑚𝑅
=
𝑚1𝑚2 −𝑚2𝑚𝑅
𝑚2 +𝑚𝑅

√
𝐺

𝑀𝐷
 

𝑣𝐶𝑀 =
𝑚2(𝑚1 −𝑚𝑅)

𝑚2 +𝑚𝑅
√
𝐺

𝑀𝐷
 

𝑣1
′ = 𝑣1 + 𝑣𝐶𝑀  ,   𝑣2

′ = 𝑣2 − 𝑣𝐶𝑀 

𝑣1
′ = 𝑚2√

𝐺

𝑀𝐷
(1+

𝑚1 −𝑚𝑅
𝑚2 +𝑚𝑅

) = 𝑚2√
𝐺

𝑀𝐷
(
𝑚1 +𝑚2

𝑚2 +𝑚𝑅
) 

𝑣2
′ = √

𝐺

𝑀𝐷
(𝑚1 −

𝑚2(𝑚1 −𝑚𝑅)

𝑚2 +𝑚𝑅
) = 𝑚𝑅√

𝐺

𝑀𝐷
(
𝑚1 +𝑚2

𝑚2 +𝑚𝑅
) 

𝑣1
′ =

𝑚2

𝑚2 +𝑚𝑅
√
𝐺𝑀

𝐷
 

𝑣2
′ =

𝑚𝑅
𝑚2 +𝑚𝑅

√
𝐺𝑀

𝐷
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 :نویسیمحال انرژی جنبشی سیستم در مرکز جرم را می

𝐾𝑟𝑒𝑙 =
1
2
(𝑚𝑅𝑣1

′2+𝑚2𝑣2
′2) 

𝐾𝑟𝑒𝑙 =
𝐺𝑀

2𝐷
(𝑚𝑅 (

𝑚2

𝑚2 +𝑚𝑅
)

2

+𝑚2 (
𝑚𝑅

𝑚2 +𝑚𝑅
)

2

) 

𝐾𝑟𝑒𝑙 =
𝐺𝑀𝑚2𝑚𝑅

2𝐷(𝑚2 +𝑚𝑅)2 (𝑚2 +𝑚𝑅) 

𝐾𝑟𝑒𝑙 =
𝐺𝑀𝑚2𝑚𝑅

2𝐷(𝑚2 +𝑚𝑅)
 

 برای بررسی انرژی سیستم باید انرژی پتانسیل گرانشی را هم بنویسیم:

𝑈 = −
𝐺𝑚2𝑚𝑅
𝐷

 

 شود:تم بدین شکل میسپس معادله انرژی سی

𝐸 = 𝐾𝑟𝑒𝑙 + 𝑈 =
𝐺𝑀𝑚2𝑚𝑅

2𝐷(𝑚2 +𝑚𝑅)
−
𝐺𝑚2𝑚𝑅
𝐷

 

𝐸 =
𝐺𝑚2𝑚𝑅

2𝐷(𝑚2 +𝑚𝑅)
(𝑚1 −𝑚2 − 2𝑚𝑅) 

 در یک سیستم گرانشی شرط پایداری این است که انرژی آن منفی باشد. پس اگر بخواهیم بعد از تغییر سیستم پایدار بماند:

𝐸 < 0 

𝐺𝑚2𝑚𝑅
2𝐷(𝑚2 +𝑚𝑅)

(𝑚1 −𝑚2 − 2𝑚𝑅) < 0 

𝑚1 −𝑚2 − 2𝑚𝑅 < 0 

𝑚𝑅 >
𝑚1 −𝑚2

2
  

 اول است.که این همان نتیجه گیری قسمت 
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 پارامترهای مدار ثانویه در این حالت 

انرژی مدار خواهیم پارامتر های مدار ثانویه را پیدا کنیم. کنیم این شرط برقرار است و مدار ثانویه همچنان مقید است. میفرض می

 نسبی به طریق زیر به پارامتر های مدار معادل ربط دارد:

𝐸 = −
𝐺𝑀𝜇

2𝑎
= −

𝐺𝑚1
′𝑚2

′

2𝑎
 

𝑎 = 𝑎1 + 𝑎2 

 گذاریم:دو معادله را برابر می

𝐺𝑚2𝑚𝑅
2𝐷(𝑚2 +𝑚𝑅)

(𝑚1 −𝑚2 − 2𝑚𝑅) = −
𝐺𝑚1

′𝑚2
′

2𝑎
 

 آید که:سازی معادله بدست می با ساده

𝑎 = (
𝑚2 +𝑚𝑅

2𝑚𝑅 +𝑚2 −𝑚1
)𝐷  

ند پس سرعت هست دهد. مدارهای اولیه دایرهاست که خروج از مرکز را به ما می ایکنیم تکانه زاویهپارامتر دیگری که باید بررسی

 نویسیم:ای را در دستگاه مرکز جرم میند. تکانه زاویههستها بر شعاع ها عمود 

𝐿 = 𝑚1
′𝑟1
′𝑣1
′ +𝑚2

′𝑟2
′𝑣2
′ = 𝑚𝑅𝑟1

′𝑣1
′ +𝑚2𝑟2

′𝑣2
′ 

 کند:دستگاه مرکزجرم ایجاب می

𝐷 = 𝑎1
′(𝑚𝑅 +𝑚2) 

𝑚𝑅𝑟1
′ = 𝑚2𝑟2

′ 

 شود که:به سادگی اثبات می

𝑚𝑅𝑟1
′ = 𝑚2𝑟2

′ =
𝐷𝑚2𝑚𝑅
𝑚2 +𝑚𝑅

 

 پس:

𝐿 =
𝐷𝑚2𝑚𝑅
𝑚2 +𝑚𝑅

(𝑣1
′ + 𝑣2

′) =
𝐷𝑚2𝑚𝑅
𝑚2 +𝑚𝑅

(𝑣1 + 𝑣2) 

𝐿 =
𝐷𝑚2𝑚𝑅
𝑚2 +𝑚𝑅

√
𝐺

𝑀𝐷
(𝑚1 +𝑚2) 

𝐿 =
𝑚2𝑚𝑅
𝑚2 +𝑚𝑅

√𝐺(𝑚1 +𝑚2)𝐷 
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 کاهیده:و معادله مدار معادل برای جرم

𝐿 = 𝜇√𝐺(𝑚2 +𝑚𝑅)𝑎(1− 𝑒2)   

𝜇 =
𝑚1
′𝑚2

′

𝑚1
′ +𝑚2

′ =
𝑚2𝑚𝑅
𝑚2 +𝑚𝑅

 

 دهد که:برابر گذاشتن دو معادله این نتیجه را می

(𝑚1 +𝑚2)𝐷 = (𝑚2 +𝑚𝑅)𝑎(1− 𝑒2) 

𝑎 کنیم:را هم از معادله که از انرژی بدست آوردیم جایگذاری می 

(𝑚1 +𝑚2)𝐷 =
(𝑚2 +𝑚𝑅)

2𝐷

𝑚2 −𝑚1 + 2𝑚𝑅
(1− 𝑒2) 

1− 𝑒2 =
(𝑚1 +𝑚2)(𝑚2 −𝑚1 + 2𝑚𝑅)

(𝑚2 +𝑚𝑅)2  

𝑒2 =
(𝑚2 +𝑚𝑅)

2 − (𝑚1 +𝑚2)(𝑚2 −𝑚1 + 2𝑚𝑅)
(𝑚2 +𝑚𝑅)2  

𝑒2 =
𝑚2

2 +𝑚𝑅
2 + 2𝑚2𝑚𝑅 −𝑚2

2 +𝑚1𝑚2 −𝑚1𝑚2 +𝑚1
2 − 2𝑚1𝑚𝑅 − 2𝑚2𝑚𝑅

(𝑚2 +𝑚𝑅)2  

𝑒2 =
𝑚𝑅

2 +𝑚1
2 − 2𝑚1𝑚𝑅

(𝑚2 +𝑚𝑅)2  

𝑒2 =
(𝑚1 −𝑚𝑅)

2

(𝑚2 +𝑚𝑅)2 

𝑒 =
𝑚1 −𝑚𝑅
𝑚2 +𝑚𝑅

  

توان خروج از مرکز را برحسب دو پارامتر دیگر هم نوشت که شاید جالب باشد. در آمد. میبه این ترتیب خروج از مرکز نیز بدست 

 یعنی: ،باشد 𝑚∆گیریم که مقدار جرم ناپدید شده از جرم یک برابر نظر می

𝑚1 = 𝑚𝑅 + ∆𝑚 

𝑀و  = 𝑚1 +𝑚2 توانیم خروج از مرکز را اینگونه بنویسیم:باشد می 

𝑒 =
∆𝑚

𝑀 − ∆𝑚
=

Δ𝑚
𝑀⁄

1− Δ𝑚 𝑀⁄
 

جرم بدون اتلاف کنیم حالت انتقالخواهیم بررسینسبت به مسئله دارید. حالت بعدی که می  ، اکنون دید بهتریهاوشاین ر  بررسیبا  

 .خواهیم اصل پایستگی جرم را لحاظ کنیم. توضیحات بیشتر این حالت در ادامه آمده استیعنی می ،است
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 تغییر جرم ناگهانی بدون اتلاف )پایستگی جرم( 

ماند. بیان جامع تر مسئله از این قرار کنیم که در آن جرم پایسته میخواهیم حالتی از انتقال جرم آنی را بررسیاین بخش میدر 

کنند که ناگهان مقداری جرم از یکی در مدار های اولیه دایروی به دور مرکز جرم گردش می  ،است که دو جسم تحت گرانش یکدیگر

سرعت دو مولفه و  ،ماند. همچنین بعد از انتقال جرمبشود به طوری که مجموع جرم همچنان ثابت منتقل میها به دیگری از مولفه

 ماند.فاصله بین آنها ثابت می

𝑚1
′ = 𝑚1 − ∆𝑚  , 𝑚2

′ = 𝑚2 + ∆𝑚     

𝑚1
′ +𝑚2

′ = 𝑚1 +𝑚2 = 𝑀 = 𝑐𝑡𝑒 

جرم جابجا شده زشود چون مکان مرکمولفه عوض میماند ولی فاصله از مرکزجرم هر با وجود اینکه فاصله بین دو جسم ثابت می

 است.

𝐷 = 𝑟1 + 𝑟2 = 𝑟1
′ + 𝑟2

′ = 𝑐𝑡𝑒 

𝑚1𝑟1 = 𝑚2𝑟2 ⇒  𝑟1 =
𝑚2

𝑚1
𝑟2 

𝐷 = 𝑟1 + 𝑟2 =
𝑚2

𝑚1
𝑟2 + 𝑟2 = 𝑟2 (1+

𝑚2

𝑚1
) =  

𝑟2
𝑚1
𝑀 

𝑟1 =
𝐷

𝑀
𝑚2    ,   𝑟2 =

𝐷

𝑀
𝑚1 

 :کنیممعادلات مرکزجرم استفاده مینویسیم و باز هم از معادله نیرو اولیه را می ،و برای سرعت دو ذره

𝐹 = −
𝐺𝑚1𝑚2

𝐷2 = −
𝑚1𝑣1

2

𝑟1
= −

𝑚2𝑣2
2

𝑟2
 

𝑣1
2 =

𝐺

𝐷2𝑚2𝑟1   ,   𝑣2
2 = 

𝐺

𝐷2𝑚1𝑟2 

 از روابط قبل: 𝑟2و  𝑟1با جایگذاری 

 𝑣1 = √
𝐺

𝑀𝐷
𝑚2  , 𝑣2 = √

𝐺

𝑀𝐷
𝑚1 

 :قبل از انتقال صفر است و ما باید سرعت مرکزجرم را بعد از انتقال بیابیم ،سرعت مرکزجرم

𝑣𝐶𝑀 = 𝑚2𝑣2 −𝑚1𝑣1 = 0 

𝑣𝐶𝑀
′ =

𝑚2
′𝑣2 −𝑚1

′𝑣1

𝑚1
′ +𝑚2

′ =
(𝑚2 + ∆𝑚 )𝑣2 − (𝑚1 − ∆𝑚)𝑣1

𝑀
 

𝑚1𝑣1 = 𝑚2𝑣2  
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𝑣𝐶𝑀
′ = ∆𝑚

(𝑣1 + 𝑣2)

𝑀
=
∆𝑚

𝑀
√
𝐺

𝑀𝐷
(𝑚1 +𝑚2) 

𝑣𝐶𝑀
′ = ∆𝑚√

𝐺

𝑀𝐷
 

ای که کردیم انرژی جنبشیکنیم. همان طور که قبلا  بیانرا بررسیرویم تا پایداری آنثانویه مدار میحالا به سراغ بررسی انرژی 

باید سرعت یعنی  ( یا همان انرژی جنبشی در دستگاه مرکز جرم است که  𝐾𝑟𝑒𝑙برای بررسی پایداری موثر است انرژی جنبشی نسبی )

 :هارا  تصحیح کنیم

𝐾𝑟𝑒𝑙 =
1
2
𝑚1
′(𝑣1 + 𝑣𝐶𝑀

′ )2 +
1
2
𝑚2
′(𝑣2 − 𝑣𝐶𝑀

′ )2 

𝐾𝑟𝑒𝑙 =
1
2

(

 
 
(𝑚1 − ∆𝑚)(√

𝐺

𝑀𝐷
(𝑚2 + ∆𝑚))

2

+ (𝑚2 + ∆𝑚 )(√
𝐺

𝑀𝐷
(𝑚1 − ∆𝑚))

2

)

 
 

 

𝐾𝑟𝑒𝑙 =
𝐺

2𝑀𝐷
((𝑚1 − ∆𝑚)(𝑚2 + ∆𝑚)

2 + (𝑚2 + ∆𝑚)(𝑚1 − ∆𝑚)
2) 

𝐾𝑟𝑒𝑙 =
𝐺(𝑚1 − ∆𝑚)(𝑚2 + ∆𝑚)

2𝑀𝐷
(𝑚1 − ∆𝑚 +𝑚2 + ∆𝑚) 

𝐾𝑟𝑒𝑙 =
𝐺(𝑚1 − ∆𝑚)(𝑚2 + ∆𝑚)

2𝑀𝐷
𝑀 

𝐾𝑟𝑒𝑙 =
𝐺(𝑚1 − ∆𝑚)(𝑚2 + ∆𝑚)

2𝐷
=
𝐺𝑚1

′𝑚2
′

2𝐷
 

 را هم به سادگی بین این دو جسم داریم: است،پتانسیل گرانشی  انرژی و بخش دیگر انرژی که

𝑈 = −
𝐺𝑚1

′𝑚2
′

𝐷
 

 نویسیم:معادله انرژی را می

𝐸 = 𝐾𝑟𝑒𝑙 + 𝑈 =
𝐺𝑚1

′𝑚2
′

2𝐷
−
𝐺𝑚1

′𝑚2
′

𝐷
 

𝐸 = −
𝐺𝑚1

′𝑚2
′

2𝐷
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و هر یک از مولفه  ماند و مدار ثانویه در حالت کلی بیضی استیعنی مدار بسته باقی می، پس انرژی ثانویه همیشه منفی خواهد بود

کاهیده و مدار یم. از مسئله جرمناممی 𝑎2و  𝑎1نیم قطر اطول این دو مدار را  .دنکنها در مداری بیضی حول مرکز جرم دوران می

 :مربوط استانرژی مدار نسبی به طریق زیر به پارامترهای مدار معادل به یاد داریم که  نسبی

 

𝐸 = −
𝐺𝑀𝜇′

2𝑎
= −

𝐺𝑚1
′𝑚2

′

2𝑎
 

𝑎 = 𝑎1 + 𝑎2 

 گیریم که نیم قطر اطول مدار نسبی با فاصله اولیه دو جسم برابر است:نتیجه می

𝑎 = 𝐷 

چون مدار های اولیه دایروی    را هم در دستگاه مرکز جرم بنویسیم.آن   ایباید تکانه زاویه  ،برای بدست آوردن اطلاعات بیشتر از مدار 

 :ندهست پس سرعت ها بر فاصله های از مرکز عمود ،اندبوده

𝐿 = 𝑚1
′𝑟1
′(𝑣1 + 𝑣𝐶𝑀

′ ) + 𝑚2
′𝑟2
′(𝑣2 − 𝑣𝐶𝑀

′ ) 

 :داریمسازی دو راه برای ساده

 نویسیم تا مقدار جابجایی مرکز جرم را بدست آوریم:معادله مکان مرکز جرم ثانویه را می راه اول(

𝑚1
′𝑟1
′ = 𝑚2

′𝑟2
′ 

𝑟1
′ = 𝑟1 + ∆𝑟  ,   𝑟2

′ = 𝑟2 − ∆𝑟 

(𝑚1 − ∆𝑚)(𝑟1 + ∆𝑟) = (𝑚2 + ∆𝑚)(𝑟2 − ∆𝑟) 

𝑚1𝑟1 +𝑚1∆𝑟 − 𝑟1∆𝑚 − ∆𝑚∆𝑟 = 𝑚2𝑟2 + 𝑟2∆𝑚 −𝑚2∆𝑟 − ∆𝑚∆𝑟 

𝑚1∆𝑟 − 𝑟1∆𝑚 = 𝑟2∆𝑚 −𝑚2∆𝑟 

∆𝑟(𝑚1 +𝑚2) = ∆𝑚(𝑟1 + 𝑟2) 

∆𝑟 =
𝐷

𝑀
∆𝑚 

𝑟1
′ =

𝐷

𝑀
(𝑚2 + ∆𝑚)  ,   𝑟2

′ =
𝐷

𝑀
(𝑚1 − ∆𝑚) 

 کنیم:ایگذاری میجحال 

𝐿 =
𝐷

𝑀
√
𝐺

𝑀𝐷
((𝑚1 − ∆𝑚)(𝑚2 + ∆𝑚)

2 + (𝑚2 + ∆𝑚)(𝑚1 − ∆𝑚)
2) 
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𝐿 = √
𝐺𝐷

𝑀
(𝑚1 − ∆𝑚)(𝑚2 + ∆𝑚) = 𝑚1

′𝑚2
′√
𝐺𝐷

𝑀
 

 راه دوم(

𝐿 = 𝑚1
′𝑟1
′(𝑣1 + 𝑣𝐶𝑀

′ ) + 𝑚2
′𝑟2
′(𝑣2 − 𝑣𝐶𝑀

′ ) 

𝐿 = 𝑚1
′𝑟1
′(𝑣1 + 𝑣𝐶𝑀

′ + 𝑣2 − 𝑣𝐶𝑀
′ ) = 𝑚1

′𝑟1
′(𝑣1 + 𝑣2) 

𝑟1
′ =

𝐷

𝑀
𝑚2
′     ,   𝑟2

′ =
𝐷

𝑀
𝑚1
′  

𝑚1
′𝑟1
′ = 𝑚2

′𝑟2
′ =

𝐷

𝑀
𝑚1
′𝑚2

′  

𝑣1 = √
𝐺

𝑀𝐷
𝑚2  , 𝑣2 = √

𝐺

𝑀𝐷
𝑚1 

𝐿 =
𝐷

𝑀
𝑚1
′𝑚2

′√
𝐺

𝑀𝐷
(𝑚1 +𝑚2) = 𝑚1

′𝑚2
′√
𝐺𝐷

𝑀
 

 کنیم:ضرب و تقسیم می 𝑀حالا یک 

𝐿 =
𝑚1
′𝑚2

′

𝑀
√𝐺𝑀𝐷 

 کنیم:ای مدار نسبی را یادآوری میرابطه تکانه زاویه

𝐿 = 𝜇√𝐺𝑀𝑎(1− 𝑒2)   

  𝜇 =
𝑚1
′𝑚2

′

𝑚1
′ +𝑚2

′ =
𝑚1
′𝑚2

′

𝑀
 

𝐿 =
𝑚1
′𝑚2

′

𝑀
√𝐺𝑀𝑎(1− 𝑒2)  

 آید:حال از برابر گذاشتن دو رابطه بدست می

𝑎(1− 𝑒2) = 𝐷 

 و از معادله انرژی بدست آورده بودیم:

𝑎 = 𝐷 

 شود:پس نتیجه می

𝑒 = 0 



 

26 

 

 شود!ماند و فقط مکان مرکز جرم عوض میبینیم که مدار همچنان دایروی باقی میدر کمال تعجب می

ای در مدار دایروی اگر اتلاف جرم نداشته باشیم و جرم نتیجه جالب و کلی این بحث این است که در یک انتقال جرم آنی یا لحظه

 ماند.مدار همچنان مقید و دایروی باقی می ،پایسته بماند

ند که در حال حرکت می باشهایی و از دید ناظر بیرونی دایره هستندتوجه داشته باشید مدار اجسام از دید دستگاه مرکز جرم دایره 

 که در حالاتی مسیر حرکت ظاهری می تواند خم چرخزاد باشد. ندهست

  جرم  خواهیم انتقالمی مهادر ادداشتند. نی را بررسی کردیم که نتایج بسیار جالبی را در پیتا به اینجا دو حالت انتقال جرم ناگها

 .پیوسته را بررسی کنیم

 

 تغییر پیوسته جرم 

شود و ناگهانی رود یا منتقل میکنیم که در آنها جرم با آهنگی خاص از دست میهایی را بررسیدر این بخش می خواهیم حالت

 دهیم:نشان می  𝑚̇2و  𝑚̇1جرم را داریم و آنها را با  تغییرهای کنید آهنگ شود. فرضنمیحذف و منتقل 

𝑚1(𝑡) = 𝑚1(𝑡0)
+∫ 𝑚̇1 𝑑𝑡 

𝑡

𝑡0

 

𝑚2(𝑡) = 𝑚2(𝑡0)
+∫ 𝑚̇2 𝑑𝑡 

𝑡

𝑡0

 

د یا نگرانشی نداررفته دیگر اثر  دستهای ازرفتن یا انتقال جرم فقط در اندازه گرانش تاثیر دارد و فرض می کنیم جرمهمچنین ازبین 

ماند و شتاب در راستای مماسی صفر است پس یعنی نیروی ما همچنان شعاعی و مرکزی باقی می ،شوندبا تقارن کروی دور می

 نویسیم:معادلات نیرو را به شکل زیر می

𝐹1 = −
𝐺𝑚1𝑚2

𝑟2 = 𝑚1(𝑟̈1 − 𝑟1𝜃̇1
2) 

𝐹2 = −
𝐺𝑚1𝑚2

𝑟2 = 𝑚2(𝑟̈2 − 𝑟2𝜃̇2
2) 

𝑟 = 𝑟1 + 𝑟2 

خواهیم با ایجاد چند فرض و تقریب، می شوند.حالت ها بسیار طولانی و سخت می اغلبکه این معادلات الزاما حل تحلیلی ندارند و 

  مسئله را کمی ساده کنیم.
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 انتقال جرم پیوسته بدون اتلاف 

 .میندار یاتلاف جرم چیه یعنیکند یم تیجرم هم تبع یستگیکه از پا میکن یرا بررس وستهیپ  از انتقال جرم یحالت میخواه یم

است. همچنین مدار اولیه دایروی  𝑚̇(𝑡)ماند و تابع انتقال جرم است و ثابت می 𝑀کنیم که جرم مجموع سیستم برابر فرض می

 است. 𝐷است و فاصله دو جرم برابر 

صورت دایروی خواهد ماند ولی خود مرکز جرم مرکز جرم همیشه بههای قبل دیدیم مدار این سیستم از دید طور که در بخشهمان

 دارای دو حرکت خواهد بود:

 نامیم.می 𝑟̇خود مرکز جرم بخاطر انتقال جرم که آن را مکان تغییر از حرکت ناشی  ✓

 نامیم.می 𝑑𝑉𝐶𝑀حرکت ناشی از سرعت اجرام که عمود بر خط واصل دو جسم است و در هر مرحله آن را   ✓

 توانیم بنویسیم:بیشتر است( و حرکت دوم عمود بر این است پس در هر لحظه می 𝑚1است )جرم  𝑚2به سمت  𝑚1حرکت اول از  

𝑅⃗ (𝑡 + 𝑑𝑡) = 𝑅⃗ (𝑡) + 𝑟̇ (𝑡)𝑑𝑡 + 𝑉⃗ 𝐶𝑀(𝑡)𝑑𝑡 

 دانیم:از بخش قبل می بردار مکان مرکز جرم است.  𝑅⃗که 

∆𝑟 =
𝐷

𝑀
∆𝑚 ⇒ |𝑟̇(𝑡)| =

𝐷

𝑀
 𝑚̇(𝑡) 

Δ𝑉𝐶𝑀 = ∆𝑚√
𝐺

𝑀𝐷
⇒ |𝑑𝑉𝐶𝑀| = √

𝐺

𝑀𝐷
𝑑𝑚 = √

𝐺

𝑀𝐷
 𝑚̇(𝑡) 𝑑𝑡 

 ها را با کمک شکل روبرو بنویسیم: اما اگر بخواهیم بردارهای آن

𝑟̇ (𝑡) =
𝐷

𝑀
 𝑚̇(𝑡)[cos 𝜃  𝑖̂ + sin 𝜃  𝑗̂] 

𝑑𝑉⃗ 𝐶𝑀
𝑑𝑡

= √
𝐺

𝑀𝐷
 𝑚̇(𝑡) [− sin 𝜃 𝑖̂ + cos 𝜃 𝑗̂] 

 

            ای سیستم حول مرکز جرم برابر دانید در هر لحظه سرعت زاویه طور که میاست. همان  𝜃دست آوردن اما نکته بعدی در به

𝜔 = √
𝐺𝑀

𝐷3 توان گفت است و این مقدار ثابت است و ثابت خواهد ماند پس می𝜃 = 𝜔(𝑡 − 𝑡0)  .حال ما همه مراحل  است

    که مساله را واقعا حل کنیم. برای این کار ما باید تابعیت انتقال جرم را داشته باشیم. ابتدا ازدانیم و خوب است مساله را می

𝑚̇(𝑡) = 𝑚̇ = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡. کنیم.شروع می 

𝑉⃗ 𝐶𝑀 = ∫
𝑑𝑉⃗ 𝐶𝑀
𝑑𝑡

𝑑𝑡
𝑡

𝑡0

= √
𝐺

𝑀𝐷
 𝑚̇  ∫ [− sin[𝜔(𝑡 − 𝑡0)] 𝑖̂ + cos[𝜔(𝑡 − 𝑡0)] 𝑗̂] 𝑑𝑡

𝑡

𝑡0

 

𝜃 

𝐶𝑀 

𝑚2 

𝑚1 
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𝑉⃗ 𝐶𝑀 = √
𝐺

𝑀𝐷
 𝑚̇

1
𝜔
 [(cos[𝜔(𝑡 − 𝑡0)] − 1) 𝑖̂ + sin[𝜔(𝑡 − 𝑡0)] 𝑗̂] 

 :𝜔با جایگذاری 

𝑉⃗ 𝐶𝑀 =
𝐷

𝑀
 𝑚̇ [(cos[𝜔(𝑡 − 𝑡0)] − 1) 𝑖̂ + sin[𝜔(𝑡 − 𝑡0)] 𝑗̂] 

 سپس:

𝑑𝑅⃗ = [𝑟̇ (𝑡) + 𝑉⃗ 𝐶𝑀(𝑡)]𝑑𝑡 =
𝐷

𝑀
 𝑚̇ [(2 cos[𝜔(𝑡 − 𝑡0)] − 1) 𝑖̂ + 2 sin[𝜔(𝑡 − 𝑡0)] 𝑗̂] 𝑑𝑡 

 ی فوق:گیری از رابطه سپس با انتگرال

𝑅⃗ (𝑡) = 𝑅⃗ 0 +
𝐷

𝑀
𝑚̇ [(

2
𝜔
sin[𝜔(𝑡 − 𝑡0)] − (𝑡 − 𝑡0)) 𝑖̂ +

2
𝜔
(1− cos[𝜔(𝑡 − 𝑡0)])𝑗̂] 

 نویسیم:ی بالا را به این صورت میرابطهبرای فهم بهتر 

𝑅⃗ (𝑡) − 𝑅⃗ 0 = [
2𝐷
𝑀𝜔

𝑚̇(sin[𝜔(𝑡 − 𝑡0)] 𝑖̂ − cos[𝜔(𝑡 − 𝑡0)] 𝑗̂)] + {
𝐷

𝑀
𝑚̇ (−(𝑡 − 𝑡0) 𝑖̂ +

2
𝜔
 𝑗̂)} 

 حرکت بر روی خط!قرار دارد  { }در ی دوم که دهد و جملهحرکت بر روی یک دایره را نشان میقرار دارد  [ ]در ی اول که جمله 

 توانید در شکل زیر آن را ببینید:نامند و حرکتی بسیار مشهور است که میئید یا چرخزاد میاین نوع حرکت را حرکت بر روی سیکلو

𝜔)به ازای   = 0.28 ,
𝐷𝑚̇

𝑀
= 1) 

 

 

 

  

𝑅⃗ − 𝑅⃗ 0 
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خواهیم بردار هر مولفه از دوتایی را نیز بیابیم. بردار هر مولفه برابر است است با بردار مرکز جرم )که در حال برای این سیستم می

 قسمت قبل بدست آوردیم( به اضافه بردار مولفه از مرکز جرم: 

𝑅⃗ 1(𝑡) = 𝑅⃗ (𝑡) + 𝑟 1(𝑡)       ,      𝑅⃗ 2(𝑡) = 𝑅⃗ (𝑡) + 𝑟 2(𝑡) 

حرکت کرده است.  𝑚2در راستا شعاعی به سمت  𝑑𝑟∫دانیم که مرکزجرم به اندازه جرم میبرای بدست آوردن بردار از دید مرکز

 پس:

𝑟 1
𝐶𝑀⁄
(𝑡) = 𝑟 1

𝐶𝑀,0⁄ − 𝑟 𝐶𝑀
𝐶𝑀,0⁄

(𝑡) 

𝑟 𝐶𝑀
𝐶𝑀,0⁄

(𝑡) = 𝑟̂ ∫
𝑑𝑟

𝑑𝑡
𝑑𝑡

𝑡

𝑡0

= 
𝐷

𝑀
(cos 𝜃  𝑖̂ + sin 𝜃 𝑗̂)∫ 𝑚̇(𝑡)𝑑𝑡

𝑡

𝑡0

 

⇒ 𝑟 1(𝑡) = 𝑟1,0(− cos 𝜃 𝑖̂ − sin 𝜃 𝑗̂) − 𝑟 𝐶𝑀
𝐶𝑀,0⁄

(𝑡) 

⇒ 𝑟 1(𝑡) = (− cos 𝜃 𝑖̂ − sin 𝜃 𝑗̂) −
𝐷

𝑀
(cos 𝜃  𝑖̂ + sin 𝜃 𝑗̂) ∫ 𝑚̇(𝑡)𝑑𝑡

𝑡

𝑡0

 

برابر   𝑟1,0ی بالا که در رابطه 
𝐷

𝑀
𝑚2,0   است و همینطور𝜃  و𝑚̇(𝑡) هستند. پس: قبل مانند بخش 

𝑟1⃗⃗ (𝑡) =
𝐷

𝑀
(cos𝜔(𝑡 − 𝑡0) 𝑖̂ + sin𝜔(𝑡 − 𝑡0) 𝑗̂) [−𝑚2,0 − 𝑚̇∫ 𝑑𝑡

𝑡

𝑡0

] 

⇒ 𝑟 1(𝑡) = −
𝐷

𝑀
(cos𝜔(𝑡 − 𝑡0) 𝑖̂ + sin𝜔(𝑡 − 𝑡0) 𝑗̂)[𝑚2,0 + 𝑚̇(𝑡 − 𝑡0)] 

 داریم: 𝑅⃗ 1(𝑡)پس برای 

⇒ 𝑅⃗ 1(𝑡) = 𝑅⃗ 0 +
𝐷

𝑀
𝑚̇ [(

2
𝜔
sin[𝜔(𝑡 − 𝑡0)] − (𝑡 − 𝑡0)) 𝑖̂ +

2
𝜔
(1− cos[𝜔(𝑡 − 𝑡0)])𝑗̂]

−
𝐷

𝑀
(cos𝜔(𝑡 − 𝑡0) 𝑖̂ + sin𝜔(𝑡 − 𝑡0) 𝑗̂)[𝑚2,0 + 𝑚̇(𝑡 − 𝑡0)] 

⇒ 𝑅⃗ 1(𝑡) = 𝑅⃗ 0 +
𝐷

𝑀
𝑚̇ [(

2
𝜔
sin[𝜔(𝑡 − 𝑡0)] − (𝑡 − 𝑡0) − (

𝑚2,0

𝑚̇
+ (𝑡 − 𝑡0)) cos𝜔(𝑡 − 𝑡0)) 𝑖̂

+ (
2
𝜔
[1− cos𝜔(𝑡 − 𝑡0)] − (

𝑚2,0

𝑚̇
+ (𝑡 − 𝑡0)) sin𝜔(𝑡 − 𝑡0)) 𝑗̂] 

 با روند مشابه برای مولفه دوم:

𝑅⃗ 2(𝑡) = 𝑅⃗ 0 +
𝐷

𝑀
𝑚̇ [(

2
𝜔
sin[𝜔(𝑡 − 𝑡0)] − (𝑡 − 𝑡0) + (

𝑚1,0

𝑚̇
− (𝑡 − 𝑡0)) cos𝜔(𝑡 − 𝑡0)) 𝑖̂

+ (
2
𝜔
[1− cos𝜔(𝑡 − 𝑡0)] + (

𝑚1,0

𝑚̇
− (𝑡 − 𝑡0)) sin𝜔(𝑡 − 𝑡0)) 𝑗̂] 
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رسیم. و مرکز جرم به شکل زیر میبا رسم مسیرهای این دو 
𝑚1

𝑚2
= طوری تنظیم شده که در شکل اول نصف جرم یک و  𝑚̇و  2

𝑦اجرام روی خط  𝑡0در در شکل دوم کل جرم یک به دو منتقل شود. جهت چرخش پادساعتگرد و  =  قرار دارند: 0
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باشد چون باید این نکته را در نظر بگیریم که  بهتری وجود داشته یهااما شاید نرخ ثابت در انتقال جرم مدل خوبی نباشد و مدل

بیشتر باشد تا جهت انتقال جرم درست باشد. برای همین یک مدل دیگر این است که انتقال جرم وابسته به   𝑚2باید از   𝑚1همیشه  

𝑚̇اختلاف جرم دو مولفه باشد یعنی:  = 𝛼(𝑚1 −𝑚2)  که در آن𝛼 .یک ثابت است 

 پس:

𝑚̇(𝑡) = 𝛼 (𝑚1,0 −∫ 𝑚̇(𝑡) 𝑑𝑡
𝑡

𝑡0

− [𝑚2,0 −∫ 𝑚̇(𝑡) 𝑑𝑡
𝑡

𝑡0

]) 

 جرم اولیه دو مولفه است: 𝑚2,0و  𝑚1,0که 

𝑚̇(𝑡) = 𝛼 (∆𝑚0 − 2∫ 𝑚̇(𝑡) 𝑑𝑡
𝑡

𝑡0

) ⇒
𝑑𝑚̇(𝑡)

𝑑𝑡
= −2𝛼𝑚̇(𝑡) ⇒ 𝑚̇(𝑡) = 𝑚̇0𝑒

−2𝛼(𝑡−𝑡0) 

 کنیم:حال برای این حالت باقی مساله را حل می

𝑉⃗ 𝐶𝑀 = ∫
𝑑𝑉⃗ 𝐶𝑀
𝑑𝑡

𝑑𝑡
𝑡

𝑡0

= √
𝐺

𝑀𝐷
 𝑚0̇  ∫ 𝑒−2𝛼(𝑡−𝑡0)[− sin[𝜔(𝑡 − 𝑡0)] 𝑖̂ + cos[𝜔(𝑡 − 𝑡0)] 𝑗̂] 𝑑𝑡

𝑡

𝑡0

 

⇒ 𝑉⃗ 𝐶𝑀 = √
𝐺

𝑀𝐷
𝑚̇0 (

𝑒−2𝛼(𝑡−𝑡0)[𝜔 cos𝜔(𝑡 − 𝑡0) + 2𝛼 sin𝜔(𝑡 − 𝑡0)]

4𝛼2 + 𝜔2  𝑖̂

+
𝑒−2𝛼(𝑡−𝑡0)[𝜔 sin𝜔(𝑡 − 𝑡0) − 2𝛼 cos𝜔(𝑡 − 𝑡0)]

4𝛼2 + 𝜔2  𝑗̂) 

برای راحتی محاسبات 
𝛼

𝜔
 گیریم پس:در نظر می 𝑘را برابر  

𝑑𝑅⃗ =
𝐷

𝑀
 𝑚0̇  [(

𝑒−2𝛼(𝑡−𝑡0)[cos𝜔(𝑡 − 𝑡0) + 2𝑘 sin𝜔(𝑡 − 𝑡0)]

4𝑘2 + 1
+ cos𝜔(𝑡 − 𝑡0)) 𝑖̂

+ (
𝑒−2𝛼(𝑡−𝑡0)[sin𝜔(𝑡 − 𝑡0) − 2𝑘 cos𝜔(𝑡 − 𝑡0)]

4𝑘2 + 1
+ sin𝜔(𝑡 − 𝑡0)) 𝑗̂]  𝑑𝑡 

 پس از انتگرال گیری:

⇒ 𝑅⃗ =
𝐷

𝑀𝜔
𝑚̇0 (

𝑒−2𝛼(𝑡−𝑡0) sin𝜔(𝑡 − 𝑡0)

(4𝑘2 + 1)2 −
𝜔(𝑡 − 𝑡0)

4𝑘2 + 1
+ sin𝜔(𝑡 − 𝑡0)) 𝑖̂ 

+
𝐷

𝑀𝜔
𝑚̇0 (

𝑒−2𝛼(𝑡−𝑡0)[(4𝑘2 − 1) cos𝜔(𝑡 − 𝑡0) − 4𝑘 sin𝜔(𝑡 − 𝑡0)] − (4𝑘2 − 1)
(4𝑘2 + 1)2 +

2𝑘𝜔(𝑡 − 𝑡0)

4𝑘2 + 1

− cos𝜔(𝑡 − 𝑡0) + 1) 𝑗̂ 
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 رسم می کنیم: 𝑘حال بردار مرکز جرم را برای مقادیر مختلف 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

𝑅⃗ − 𝑅⃗ 0 𝑘 = 0.01 

𝑅⃗ − 𝑅⃗ 0 𝑘 = 0.5 
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 کنیم:میاما برای بدست آوردن بردار دو مولفه نیز مطابق بخش قبل عمل 

𝑟1⃗⃗ (𝑡) =
𝐷

𝑀
(cos𝜔(𝑡 − 𝑡0) 𝑖̂ + sin𝜔(𝑡 − 𝑡0) 𝑗̂) [−𝑚2,0 −∫ 𝑚̇(𝑡)𝑑𝑡

𝑡

𝑡0

] 

تا این بخش دقیقا معادلات مطابق بخش قبل است ولی در بخش قبل از اینجا به بعد نرخ انتقال جرم را ثابت گرفتیم و اینجا باید 

𝑚̇(𝑡) = 𝑚̇0𝑒
−2𝛼(𝑡−𝑡0) .بگیریم 

𝑟1⃗⃗ (𝑡) = −
𝐷

𝑀
(cos𝜔(𝑡 − 𝑡0) 𝑖̂ + sin𝜔(𝑡 − 𝑡0) 𝑗̂) [𝑚2,0 + 𝑚̇0∫ 𝑒−2𝛼(𝑡−𝑡0)𝑑𝑡

𝑡

𝑡0

] 

⇒ 𝑟1⃗⃗ (𝑡) = −
𝐷

𝑀
(cos𝜔(𝑡 − 𝑡0) 𝑖̂ + sin𝜔(𝑡 − 𝑡0) 𝑗̂) [𝑚2,0 +

𝑚̇0

2𝛼
(1− 𝑒−2𝛼(𝑡−𝑡0))] 

 به این صورت خواهد بود: 𝑅⃗ 1(𝑡)پس 

⇒ 𝑅⃗ 1(𝑡) = 𝑅⃗ 0 +
𝐷

𝑀𝜔
𝑚̇0 (

𝑒−2𝛼(𝑡−𝑡0) sin𝜔(𝑡 − 𝑡0)

(4𝑘2 + 1)2 −
𝜔(𝑡 − 𝑡0)

4𝑘2 + 1
+ sin𝜔(𝑡 − 𝑡0)) 𝑖̂ 

+
𝐷

𝑀𝜔
𝑚̇0 (

𝑒−2𝛼(𝑡−𝑡0)[(4𝑘2 − 1) cos𝜔(𝑡 − 𝑡0) − 4𝑘 sin𝜔(𝑡 − 𝑡0)] − (4𝑘2 − 1)
(4𝑘2 + 1)2 +

2𝑘𝜔(𝑡 − 𝑡0)

4𝑘2 + 1

− cos𝜔(𝑡 − 𝑡0) + 1) 𝑗̂ 

−
𝐷

𝑀
(cos𝜔(𝑡 − 𝑡0) 𝑖̂ + sin𝜔(𝑡 − 𝑡0) 𝑗̂) [𝑚2,0 +

𝑚̇0

2𝛼
(1− 𝑒−2𝛼(𝑡−𝑡0))] 

𝑅⃗ − 𝑅⃗ 0 𝑘 = 2 
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𝑅⃗ 1 = 𝑅⃗ 0 +
𝐷

𝑀𝜔
𝑚̇ [
𝑒−2𝛼(𝑡−𝑡0) sin𝜔(𝑡 − 𝑡0)

(4𝑘2 + 1)2 −
𝜔(𝑡 − 𝑡0)

4𝑘2 + 1
+ sin𝜔(𝑡 − 𝑡0)

− (
𝑚2,0

𝑚̇0
+
(1− 𝑒−2𝛼(𝑡−𝑡0))

2𝛼
)𝜔 cos𝜔(𝑡 − 𝑡0)] 𝑖̂ 

+
𝐷

𝑀𝜔
𝑚̇ [
𝑒−2𝛼(𝑡−𝑡0)[(4𝑘2 − 1) cos𝜔(𝑡 − 𝑡0) − 4𝑘 sin𝜔(𝑡 − 𝑡0)] − (4𝑘2 − 1)

(4𝑘2 + 1)2 +
2𝑘𝜔(𝑡 − 𝑡0)

4𝑘2 + 1

− cos𝜔(𝑡 − 𝑡0) + 1− (
𝑚2,0

𝑚̇0
+
(1− 𝑒−2𝛼(𝑡−𝑡0))

2𝛼
)𝜔 sin𝜔(𝑡 − 𝑡0)] 𝑗 ̂

 و برای مولفه دوم:

𝑅⃗ 2 = 𝑅⃗ 0 +
𝐷

𝑀𝜔
𝑚̇ [
𝑒−2𝛼(𝑡−𝑡0) sin𝜔(𝑡 − 𝑡0)

(4𝑘2 + 1)2 −
𝜔(𝑡 − 𝑡0)

4𝑘2 + 1
+ sin𝜔(𝑡 − 𝑡0)

+ (
𝑚1,0

𝑚̇0
−
(1− 𝑒−2𝛼(𝑡−𝑡0))

2𝛼
)𝜔 cos𝜔(𝑡 − 𝑡0)] 𝑖̂ 

+
𝐷

𝑀𝜔
𝑚̇ [
𝑒−2𝛼(𝑡−𝑡0)[(4𝑘2 − 1) cos𝜔(𝑡 − 𝑡0) − 4𝑘 sin𝜔(𝑡 − 𝑡0)] − (4𝑘2 − 1)

(4𝑘2 + 1)2 +
2𝑘𝜔(𝑡 − 𝑡0)

4𝑘2 + 1

− cos𝜔(𝑡 − 𝑡0) + 1+ (
𝑚1,0

𝑚̇0
−
(1− 𝑒−2𝛼(𝑡−𝑡0))

2𝛼
)𝜔 sin𝜔(𝑡 − 𝑡0)] 𝑗 ̂

. کنیمحال برای چند حالت مختلف نرخ انتقال جرم، مسیر مرکز جرم و دو مولفه را رسم می
𝑚1

𝑚2
= و حرکت تا قبل از انتقال تمام   2

𝑦اجرام روی خط  𝑡0جرم یک مولفه رسم شده است. جهت چرخش پادساعتگرد و در  =  قرار دارند: 0

𝑘 = 0.01 
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𝑘 = 0.5 

𝑘 = 2 
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فیزیکی مسائل حل ابزار خواهیم آخرین مشاهده کردید. به عنوان بخش پایانی می وستهیپ  انتقال جرم تا اینجا حل مفصلی برای یک 

 را استفاده کنیم: استفاده از اختلال و بسط روابط.  

 هدررفت پیوسته جرم با چاشنی اختلال 

حالتی را در نظر بگیرید که یکی از جرم ها بسیار سنگین تر از جرم دیگر است و در ابتدا جرم سبک در مداری دایروی به دور جرم 

تر  نگین تر اتلاف جرم دارد و فرض دیگر اینکه کاهش جرم مولفه سنگینکند و بعد از لحظه اولیه فقط جرم س سنگین دوران می

هایی نزدیک به مثالبرای این حالت تر از خود آن جرم است که همگی این فرض ها منطقی هستند و حتی می توان بسیار کوچک

. جرم سیاره با گذر زمان ثابت باقی واقعیت زد: در نظر بگیرید یک سیاره جامد کوچک به دور یک ستاره سنگین در حال دوران است

دهد که طبعا تغییرات ای یا سوزاندن جرم با آهنگی بسیار آرام جرم از دست میماند ولی ستاره به دلایل مختلفی مثل باد ستارهمی

دهیم و فرض نشان می  𝑚و جرم کوچک را با   𝑀جرم آن هم بسیار کوچک تر از خود جرم آن خواهد بود. جرم سنگین را با 

 نویسیم:کنیم مرکز جرم منطبق بر مولفه سنگین است. حال معادله نیرو را میمی

𝐹 = −
𝐺𝑀𝑚

𝑟2 = 𝑚(𝑟̈ − 𝑟𝜃̇2)  , 𝑀 ≫ 𝑚  

 ماند:ای پایسته باقی میقبلا بحث کردیم که نیروی وارده همچنان شعاعی است پس تکانه زاویه

ℎ = 𝑟2𝜃̇ = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡.  , 𝑟𝜃̇2 =
ℎ2

𝑟3 

−
𝐺𝑀

𝑟2 = 𝑟̈ −
ℎ2

𝑟3 

که این آهنگ تغییرات فقط   کنیمفرض میگیریم ولی  می رویم و تابع آهنگ تغییرات جرم را حالت کلی در نظر می  𝑀حالا به سراغ  

 تابع زمان است. 

𝑀(𝑡) = 𝑀(𝑡0) +∫ 𝑀̇
𝑡

𝑡0

𝑑𝑡 

 مختل شود همچنین فاصله دو جسم هم به مقدار کوچکی تغییر کند: 𝑀0کمی از حالت اولیه خود یعنی  𝑀کنیم فرض می

𝑀 = 𝑀0 + 𝛿𝑀 = 𝑀0 (1 +
𝛿𝑀

𝑀0
) 

   𝑟 = 𝑟0 + 𝛿𝑟 = 𝑟0 (1+
𝛿𝑟

𝑟0
)   

𝑟̈ = 𝛿𝑟̈      ,     
𝛿𝑟

𝑟0
,
𝛿𝑀

𝑀0
≪ 1 

−
𝐺(𝑀0 + 𝛿𝑀)

(𝑟0 + 𝛿𝑟)2 = 𝛿𝑟̈ −
ℎ2

(𝑟0 + 𝛿𝑟)3  
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−
𝐺𝑀0

𝑟02 ×
(1+

𝛿𝑀
𝑀0
)

(1+
𝛿𝑟
𝑟0
)

2 = 𝛿𝑟̈ −
ℎ2

𝑟03 × (1+
𝛿𝑟

𝑟0
)
−3

 

𝑥 ≪ 1 ⇒ (1+ 𝑥)𝑛 = 1+ 𝑛𝑥 

⇒ −
𝐺𝑀0

𝑟02 (1 +
𝛿𝑀

𝑀0
) (1 − 2

𝛿𝑟

𝑟0
) = 𝛿𝑟̈ −

ℎ2

𝑟03 (1 − 3
𝛿𝑟

𝑟0
)    

   
𝛿𝑀

𝑀0
×
𝛿𝑟

𝑟0
≈ 0 

−
𝐺𝑀0

𝑟02 (1 − 2
𝛿𝑟

𝑟0
+
𝛿𝑀

𝑀0
) = 𝛿𝑟̈ −

ℎ2

𝑟03 (1− 3
𝛿𝑟

𝑟0
) 

 دانیم که:و از معادله حالت پایه مدار دایروی می

𝐺𝑀0

𝑟02 =
ℎ2

𝑟03   ⇒   
𝐺𝑀0

𝑟02 (1 − 2
𝛿𝑟

𝑟0
+
𝛿𝑀

𝑀0
) = −𝛿𝑟̈ +

𝐺𝑀0

𝑟02 (1− 3
𝛿𝑟

𝑟0
)  

 
𝐺𝑀0

𝑟03 ≡ 𝜔2 

𝛿𝑟̈ + 𝜔2𝛿𝑟 = −
𝐺

𝑟02 𝛿𝑀(𝑡)  

و ناهمگن رسیدیم که برای حل آن باید تابع  2خطی درجه معمولی حال با ساده سازی جواب در نهایت به یک معادله دیفرانسیل 

𝛿𝑀(𝑡) را بدست بیاوریم. 

 :دهیماختلالی را در معادله تاثیر میرویم و فرض تر نوشتیم میبه سراغ معادله انتگرالی که پیش

𝛿𝑀(𝑡) = ∫ 𝑀̇
𝑡

𝑡0

𝑑𝑡 

را حل خواهیم برای چند مثال تابعی آنمعادله دیفرانسیل ما حل های مختلفی خواهد داشت که می 𝛿𝑀(𝑡)به ازای توابع مختلف 

 کنیم و نتایج را بررسی کنیم.

معااادلااه برویم بااایااد مقااداری درباااره معااادلات دیفرانسااایاال هااا و حاال  بناادی کااه  بااه ساااراغ حااالاات امااا قباال از این

(𝑑𝑖𝑓𝑓𝑒𝑟𝑒𝑛𝑡𝑖𝑎𝑙 𝑒𝑞𝑢𝑎𝑡𝑖𝑜𝑛  .بدانیم ) 
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 نگاهی اجمالی به معادلات دیفرانسیل

ظاهر های مساتقلی شاان و متغیرها یک یا چند متغیر وابساته به همراه مشاتق های با مرتبه مختلفبه مجموعه معادلاتی که در آن

ها کردن مشاتقات، معادله را به جای مشاتقات بر حساب خود دیفرانسایلتوان با بازگویند. گاهی میشاوند، معادلات دیفرانسایل میمی

دهند. هر زمان که یک رابطه بین چند متغیر با مقادیر مختلف در های علوم رخ میمعادلات دیفرانساایل در بساایاری پدیده نوشاات.

توان آن است میهای مختلف یا حالات مختلف شناخته شدههای مختلف وجود دارد و نرخ تغییرات متغیرها در زمانزمانها یا حالت

  .پدیده را با معادلات دیفرانسیل بیان کرد

اسات. های متعددی برای این معادلات به وجود آمدهبندیبه همین دلیل دساته ،ها اساتحل این معادلات بسایار وابساته به نوع آن

درجه معادله دیفرانسایل از اولین ویگگی هایی اسات که برای آن تعریف می شاود. درجه معادله دیفرانسایل برابر با مرتبه بزرگترین 

′′𝑦مرتبه مشاااتقی که در معادله وجود دارد اسااات. برای مثال معادله دیفرانسااایل هماهنگ سااااده ) + 𝜔2𝑦 = ( یک معادله  0

′𝑦نماد فشرده مشتق گیری است به طوری که    ′′𝑦و  ′𝑦شته باشید است. توجه دا 2دیفرانسیل درجه  =
𝑑𝑦

𝑑𝑥
 است. 

 شوند:  به طور کلی این معادلات به دو دسته تقسیم می

 (𝑂𝑟𝑑𝑖𝑛𝑎𝑟𝑦 𝐷𝑖𝑓𝑓𝑒𝑟𝑒𝑛𝑡𝑖𝑎𝑙 𝐸𝑞𝑢𝑎𝑡𝑖𝑜𝑛)معادلات دیفرانسیل معمولی  ✓

یا   (𝑃𝑎𝑟𝑡𝑖𝑎𝑙 𝐷𝑖𝑓𝑓𝑒𝑟𝑒𝑛𝑡𝑖𝑎𝑙 𝐸𝑞𝑢𝑎𝑡𝑖𝑜𝑛𝑠ای )معادلات دیفرانسایل جزئی یا معادلات دیفرانسایل با مشاتقات پاره ✓

 .𝑃𝐷𝐸به اختصار 

و مشاتقات آن تابع نقش داشاته  متغیر مساتقلشاود که در آن تابعی از تنها یک ای گفته میبه معادله معمولی دیفرانسایل معادله

رود. در معادلات دیفرانسایل مشاتقات جزئی دو یا  به کار می فرانسایل با مشاتقات جزئیمعادلات دی باشاند. عبارت معمولی در مقابل

متغیر مجهول بر حسااب چند  توابعکه در آنها  اساات معادلات دیفرانساایلای از دسااته شااامل تمعادلا  این .چند متغیر وجود دارد

باشاند. به این دساته از معادلات دیفرانسایل، امعادلات توابع نسابت به آن متغیرها شارکت داشاته ایمشاتق پارهبه همراه  مساتقل

 .شودای«، امعادلات دیفرانسیل با مشتقات جزئی«، یا امعادلات دیفرانسیل جزئی« گفته میدیفرانسیل پاره

 غایارخاطای و( 𝐿𝑖𝑛𝑒𝑎𝑟 𝑑𝑖𝑓𝑓𝑒𝑟𝑒𝑛𝑡𝑖𝑎𝑙 𝑒𝑞𝑢𝑎𝑡𝑖𝑜𝑛) خاطایماعااادلات دیافارانساااایاال ماعاماولای بااه دو دسااااتااه 

(𝑁𝑜𝑛𝑙𝑖𝑛𝑒𝑎𝑟 𝑑𝑖𝑓𝑓𝑒𝑟𝑒𝑛𝑡𝑖𝑎𝑙 𝑒𝑞𝑢𝑎𝑡𝑖𝑜𝑛) شااوند. در صااورتی که متغیر وابسااته )همان متغیری که تابع متغیر می قساایمت

نی عشاود و در غیر این صاورت یمشاتقات آن به توان برساند یا در هم ضارب شاوند معادله دیفرانسایل غیرخطی میدیگر اسات.( یا 

ها یک باشاااد و در هم ضااارب نشاااوند معادله دیفرانسااایل خطی اسااات. برای مثال معادله دیفرانسااایل حالتی که توان همه آن

𝑦′
2
+ 3𝑦 + 𝑥4 + 2 = متغیر  𝑥متغیر وابسااته و  𝑦خطی اساات که در آن  و غیر 2یک معادله دیفرانساایل معمولی درجه    0

′𝑦مستقل است. دلیل غیرخطی شدن این معادله دیفرانسیل وجود جمله 
  است. 2

در عدد ثابتی ضارب کرد. این دساته از معادلات به  یا  جمع ثابتی عدد با توانمی را خطی معمولی  دیفرانسایلهای یک معادله جواب

برای ها پذیری جوابخاصایت جمع. دارد وجود برایشاان تحلیلیهای بساته  اند و جوابطور کامل و دقیق شاناخته و بررسای شاده

 معادلات دیفرانسیل معمولی غیرخطی صادق نیست.

جوابی بسته بر اساس توابع ها آن توان برایاست و به ندرت می تردر حالت کلی پیچیده دیفرانسایل معمولی غیرخطی حل معادلات 

یا به فرم انتگرالی پیدا کرد. علاوه بر این،  سریهایی به صورت  توان جوابمقدماتی ریاضی یافت. در عوض برای چنین معادلاتی، می

https://fa.wikipedia.org/wiki/%D9%85%D8%AA%D8%BA%DB%8C%D8%B1_%D9%85%D8%B3%D8%AA%D9%82%D9%84
https://fa.wikipedia.org/wiki/%D9%85%D8%B9%D8%A7%D8%AF%D9%84%D8%A7%D8%AA_%D8%AF%DB%8C%D9%81%D8%B1%D8%A7%D9%86%D8%B3%DB%8C%D9%84_%D8%A8%D8%A7_%D9%85%D8%B4%D8%AA%D9%82%D8%A7%D8%AA_%D8%AC%D8%B2%D8%A6%DB%8C
https://fa.wikipedia.org/wiki/%D9%85%D8%B9%D8%A7%D8%AF%D9%84%D9%87_%D8%AF%DB%8C%D9%81%D8%B1%D8%A7%D9%86%D8%B3%DB%8C%D9%84
https://fa.wikipedia.org/wiki/%D8%AA%D8%A7%D8%A8%D8%B9
https://fa.wikipedia.org/wiki/%D9%85%D8%AA%D8%BA%DB%8C%D8%B1_%D9%85%D8%B3%D8%AA%D9%82%D9%84
https://fa.wikipedia.org/wiki/%D9%85%D8%AA%D8%BA%DB%8C%D8%B1_%D9%85%D8%B3%D8%AA%D9%82%D9%84
https://fa.wikipedia.org/wiki/%D9%85%D8%AA%D8%BA%DB%8C%D8%B1_%D9%85%D8%B3%D8%AA%D9%82%D9%84
https://fa.wikipedia.org/wiki/%D9%85%D8%AA%D8%BA%DB%8C%D8%B1_%D9%85%D8%B3%D8%AA%D9%82%D9%84
https://fa.wikipedia.org/wiki/%D9%85%D8%B4%D8%AA%D9%82_%D9%BE%D8%A7%D8%B1%D9%87%E2%80%8C%D8%A7%DB%8C
https://fa.wikipedia.org/wiki/%D9%85%D8%B4%D8%AA%D9%82_%D9%BE%D8%A7%D8%B1%D9%87%E2%80%8C%D8%A7%DB%8C
https://fa.wikipedia.org/wiki/%D9%85%D8%B4%D8%AA%D9%82_%D9%BE%D8%A7%D8%B1%D9%87%E2%80%8C%D8%A7%DB%8C
https://fa.wikipedia.org/w/index.php?title=%D8%B3%D8%B1%DB%8C%E2%80%8C&action=edit&redlink=1
https://fa.wikipedia.org/w/index.php?title=%D8%B3%D8%B1%DB%8C%E2%80%8C&action=edit&redlink=1
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اند، جواب معادلات دیفرانساایل غیرخطی را سااازیای قابل پیادها گرافیکی، که دسااتی یا رایانهیهای عددی توان به کمک روشمی

 .اطلاعات مفیدی در اختیار بگذارندهای تحلیلی و بسته، توانند در غیاب جوابهای تخمینی میتخمین زد. این روش

 :داریم 𝑛کنیم و برای مرتبه دلخواه تر گفتیم از نماد فشرده برای نمایش مشتق استفاده میهمانطور که پیش

𝑦(𝑛) =
𝑑𝑛𝑦

𝑑𝑥𝑛
 

نمایش داده  ( بنویساایم به این صااورت  𝑛درجه ) 𝑛 صااریح از مرتبه معمولی دیفرانساایلمعادله حال اگر بخواهیم حالتی کلی از 

 شود:می

𝐹(𝑥, 𝑦, 𝑦′, 𝑦′′, … , 𝑦(𝑛)) = 0 

 است. 𝑦و مشتقات  𝑦و  𝑥یک تابع معین و دلخواه از  𝐹که 

 شود همگنی یا غیرهمگنی معادله است.ویگگی دیگری که برای معادلات دیفرانسیل تعریف می

نامیم  را همگن می 𝑓 متغیره  2کنیم. برای مثاال تابع را بررسااای می (𝐻𝑜𝑚𝑜𝑔𝑒𝑛𝑒𝑜𝑢𝑠 𝑓𝑢𝑛𝑐𝑡𝑖𝑜𝑛)ابتادا تعریف تابع همگن 

 اگر:

𝑓(𝛼𝑥, 𝛼𝑦) = 𝛼𝑛𝑓(𝑥, 𝑦) 

را کاه قبلا باا آن کاار کردیم را باه یااد   𝐹تعریف کنیم. تاابع  «همگنیا ،خواهیم برای معاادلاه دیفرانسااایالحاال باه همین صاااورت می

 داشته باشیم: 𝐹هرگاه برای این تابع  بیاورید.

𝐹(𝑥, 𝛼𝑦, 𝛼𝑦′, 𝛼𝑦′′, … , 𝛼𝑦(𝑛)) = 𝛼𝑛𝐹(𝑥, 𝑦, 𝑦′, 𝑦′′, … , 𝑦(𝑛)) 

 است. (𝐻𝑜𝑚𝑜𝑔𝑒𝑛𝑒𝑜𝑢𝑠 𝑑𝑖𝑓𝑓𝑒𝑟𝑒𝑛𝑡𝑖𝑎𝑙 𝑒𝑞𝑢𝑎𝑡𝑖𝑜𝑛)گوییم این معادله دیفرانسیل همگن می

 عنوان مثال معادله دیفرانسیل هماهنگ ساده را درنظر بگیرید:به 

𝐹(𝑥, 𝑦, 𝑦′, 𝑦′′) = 𝑦′′ + 𝜔2𝑦 = 0 

 :کنیمحالا ویگگی همگنی را بررسی می

𝐹(𝑥, 𝛼𝑦, 𝛼𝑦′, 𝛼𝑦′′) = 𝛼𝑦′′ + 𝜔2𝛼𝑦 = 𝛼(𝑦′′ + 𝜔2𝑦) = 𝛼𝐹(𝑥, 𝑦, 𝑦′, 𝑦′′) 

′𝑦این معادله دیفرانساایل همگن اساات. به عنوان مثالی دیگر شااما همگنی معادله  ،که نشااان دادیم
2
+ 3𝑦 + 𝑥4 + 2 = را  0

 بررسی کنید.

,𝐹(𝑥باز هم تابع 𝑦, 𝑦′, 𝑦′′, … , 𝑦(𝑛)) = را در نظر بگیرید.   ،اساات 𝑛  صااریح از مرتبه معمولی دیفرانساایلمعادله را که یک   0

 خطی بنویسیم خواهیم داشت: اگر بخواهیم این معادله را به صورت حالت کلی و

𝐹(𝑥, 𝛼𝑦, 𝛼𝑦′, 𝛼𝑦′′, … , 𝛼𝑦(𝑛)) = 𝑎𝑛𝑦
(𝑛) + 𝑎𝑛−1𝑦

(𝑛−1) +⋯+ 𝑎2𝑦
′′ + 𝑎1𝑦

′ + 𝑎0𝑦 − 𝑔(𝑥) = 0 
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خطی را به صاورت قابل   𝑛توان حالت کلی یک معادله دیفرانسایل معمولی درجه  اسات و می 𝑥یک تابع دلخواه از  𝑔(𝑥)که در آن  

 تر زیر نشان داد:فهم

𝑎𝑛𝑦
(𝑛) + 𝑎𝑛−1𝑦

(𝑛−1) +⋯+ 𝑎2𝑦
′′ + 𝑎1𝑦

′ + 𝑎0𝑦 = 𝑔(𝑥) 

 :پس معادله دیفرانسیل ،را صفر کنیم 𝑔(𝑥)حالا برای همگن کردن این معادله کافی است 

𝑎𝑛𝑦
(𝑛) + 𝑎𝑛−1𝑦

(𝑛−1) +⋯+ 𝑎2𝑦
′′ + 𝑎1𝑦

′ + 𝑎0𝑦 = 0 

 خطی و همگن است. 𝑛حالت کلی یک معادله دیفرانسیل معمولی درجه 

 

𝑛به عنوان مثال اگر  = صفر نباشند معادله دیفرانسیل نوسانگر میرا خواهیم داشت و  𝑎0و  𝑎1و  𝑎2کدام از ضرایب باشد و هیچ 2

 شود.صفر باشد به معادله معروف نوسانگر هماهنگ یا همان هماهنگ ساده تبدیل می 𝑎1اگر 

برای نوسانگر میرا و هماهنگ  𝑦(𝑥)  ذف یک جمله با مرتبه خاص،به تغییرات یک معادله دیفرانسیل درصورت ح برای شهود بیشتر

 اند.ساده در ادامه رسم شده
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حل معادلات دیفرانسیل است که بسته به نوع   ،ها و انواع معادلات دیفرانسیل را دیدیم اما مسئله مهم و دشواربندیتا حدی دسته

انجام  سه روش تحلیلی، نیمه تحلیلی و عددیاند ولی به طور کلی حل معادلات به ها بسیار متفاوت، متنوع و گستردهمعادله حل

 شوند.می

های تحلیلی حل نمود و به پاسخ دقیق روشتوان از برخی از معادلات دارای پاسخ دقیق و فرم تابعی هستند اینگونه معادلات را می

های تحلیلی یا عددی حل کرد. از روشهای نیمهتوسط روش  دکه دارای فرم تابع مشخص نیستند را بای رسید. معادلات دیگر

 را   ترییعوس  دامنه  عددی  هایروش .  کرد  اشاره  …توان به روش تجزیه آدومیان، آنالیز هموتوپی، تبدیل دیفرانسیل وتحلیلی مینیمه 

-کوتا، آدامز-توان به روش اویلر، روش هون، روش تیلور، روش رانگهای عددی مید. از روشنگیربرای حل معادلات به کار می

های زاده کای وایت، روش، روش رحمان5کوتا فلبرگ مرتبه -مولتون، روش میلن سیمپسون، روش هامینگ، روش رانگ-بشفورث

 .های بدون شبکه اشاره کردو روش تفاضل محدودو  اجزای محدودای همانند که های شبطیفی و شبه طیفی، روش

 کنند.شوید که در حل معادلات به ما کمک میمیدر ادامه با مفاهیمی مانند جواب خصوصی و عمومی معادله دیفرانسیل آشنا 

را بررسی حالا تا حد قابل قبولی با معادلات دیفرانسیل آشنا شدید و زمان آن است که به سراغ معادله خودمان برویم و حل های آن

 کنیم.

𝛿𝑟̈ + 𝜔2𝛿𝑟 = −
𝐺

𝑟02 𝛿𝑀(𝑡) 

 نویسیم:برای ساده سازی، معادله دیفرانسیل را به صورت زیر می 

𝛿𝑟 ≡ 𝑥   ,    𝑓(𝑡) ≡ −
𝐺

𝑟02 𝛿𝑀(𝑡) = −
𝐺

𝑟02  (∫ 𝑀̇
𝑡

𝑡0

𝑑𝑡) 

𝑥̈ + 𝜔2𝑥 = 𝑓(𝑡) 

هایی احتیاج دارد که کاملا خارج از فضای المپیاد است. پس ما چند حالت خاص نیاز حل حالت کلی این معادله دیفرانسیل به پیش

اد نیست یاز اهداف المپ ،است که حل معادلات دیفرانسیل در این سطحجالب و با توابع معروف را حل می کنیم ولی نکته مهم این 

  .و عملا در این بخش فیزیک بر نجوم غالب است

   اند.چند مثال با تابع خاص فرض شده برای این معادله دیفرانسیل در ادامه حل شده

 

 

 

 

 

 

https://fa.wikipedia.org/wiki/%D8%B1%D9%88%D8%B4_%D8%A7%D8%AC%D8%B2%D8%A7%D8%A1_%D9%85%D8%AD%D8%AF%D9%88%D8%AF
https://fa.wikipedia.org/wiki/%D8%B1%D9%88%D8%B4_%D8%AA%D9%81%D8%A7%D8%B6%D9%84_%D9%85%D8%AD%D8%AF%D9%88%D8%AF
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 :  3تابع توانی درجه    - 1

 است. 𝑀̇برای  2این تابع حاصل یک تابع توانی درجه 

𝑓(𝑡) = −(𝑎𝑡
3 + 𝑏𝑡2 + 𝑐𝑡 + 𝑑) 

 نویسیم:اند. معادله را به فرم زیر میتر شدن کار در ادامه همه ضرایب منفی تعریف شدهکه برای ساده

𝑥̈ + 𝜔2𝑥 + 𝑎𝑡3 + 𝑏𝑡2 + 𝑐𝑡 + 𝑑 = 0 

 استفاده کنیم. درنظر بگیرید:خواهیم از تغییرمتغیر برای این معادله می

𝜔2𝑥 + 𝑎𝑡3 + 𝑏𝑡2 + 𝑐𝑡 + 𝑑 ≡ 𝑦 

⇒ 𝑦̇ = 𝜔2𝑥̇ + 3𝑎𝑡2 + 2𝑏𝑡 + 𝑐 

𝑦̈ = 𝜔2𝑥̈ + 6𝑎𝑡 + 2𝑏  ⇒    𝑥̈ =
𝑦̈ − 6𝑎𝑡 − 2𝑏

𝜔2    

𝑦̈ − 6𝑎𝑡 − 2𝑏
𝜔2  + 𝑦 = 0 ⇒    𝑦̈ + 𝜔2𝑦 − 6𝑎𝑡 − 2𝑏 = 0 ∗ 

 کنیم:حال تغییرمتغیری مشابه قبل تکرار می

𝜔2𝑦 − 6𝑎𝑡 − 2𝑏 ≡ 𝑧 

𝑧̇ = 𝜔2𝑦̇ − 6𝑎      ,      𝑧̈ = 𝜔2𝑦̈ ⇒  𝑦̈ =
𝑧̈

𝜔2  

 دانیم:و از معادله * می

𝑦̈ + 𝑧 = 0 ⇒  
𝑧̈

𝜔2 + 𝑧 = 0 ⇒  𝑧̈ + 𝜔2𝑧 = 0 

 

 حال به معادله دیفرانسیل معروف هماهنگ ساده رسیدیم که جواب آن به صورت زیر است: 

𝑧̈ + 𝜔2𝑧 = 0 ⇒    𝑧 = 𝐴𝑠𝑖𝑛(𝜔𝑡) + 𝐵𝑐𝑜𝑠(𝜔𝑡) 

 بر حسب هم بنویسیم:برای یافتن جواب نهایی باید متغیر ها را 

𝑧 = 𝜔2𝑦 − 6𝑎𝑡 − 2𝑏 

𝑦 =
𝑧 + 6𝑎𝑡 + 2𝑏

𝜔2  

𝑦 = 𝜔2𝑥 + 𝑎𝑡3 + 𝑏𝑡2 + 𝑐𝑡 + 𝑑 

𝑥 =
𝑦 − (𝑎𝑡3 + 𝑏𝑡2 + 𝑐𝑡 + 𝑑)

𝜔2  
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𝑥 =

𝑧 + 6𝑎𝑡 + 2𝑏
𝜔2 − (𝑎𝑡3 + 𝑏𝑡2 + 𝑐𝑡 + 𝑑)

𝜔2  

𝑥 =

𝐴𝑠𝑖𝑛(𝜔𝑡) + 𝐵𝑐𝑜𝑠(𝜔𝑡) + 6𝑎𝑡 + 2𝑏
𝜔2 − (𝑎𝑡3 + 𝑏𝑡2 + 𝑐𝑡 + 𝑑)

𝜔2  

𝑥 =
𝐴𝑠𝑖𝑛(𝜔𝑡) + 𝐵𝑐𝑜𝑠(𝜔𝑡) + 6𝑎𝑡 + 2𝑏 − 𝜔2(𝑎𝑡3 + 𝑏𝑡2 + 𝑐𝑡 + 𝑑)

𝜔4  

 با تعریف کردن ثوابت جدید برای بررسی فرم جواب داریم: آیند.از شرایط اولیه مسئله بدست می 𝐵و  𝐴که ثوابت 

𝑥 =  𝐴′𝑠𝑖𝑛(𝜔𝑡) + 𝐵′𝑐𝑜𝑠(𝜔𝑡) +  𝛼𝑡3 + 𝛽𝑡2 + 𝛾𝑡 + 𝛿  

 شهود بهتری نسبت به جواب پیدا کنید:کنیم تا در ادامه نمودارهایی با مثال عددی رسم می

 می خواهیم به ازای اعداد زیر نمودار را رسم کنیم: 

𝜔 = 4 , 𝑎 = −0.2 , 𝑏 = −0.1 , 𝑐 = 0.3 , 𝑑 = 2 

𝐴به ازای:   1حالت  = 50 , 𝐵 = 0 

 

𝐴به ازای:   2حالت  = 0 , 𝐵 = 300 
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 تابع نمایی : - 2

 آید.بدست می 𝑀̇این تابع از یک تابع نمایی دیگر برای 

𝑓(𝑡) = 𝑎𝑒
𝑏𝑡 

𝑥̈ + 𝜔2𝑥 = 𝑎𝑒𝑏𝑡 

𝑥̈جواب معادله همگن شده معادله بالا یا همان هماهنگ ساده یعنی   + 𝜔2𝑥 = 𝑥به صورت    0 = 𝐴𝑠𝑖𝑛(𝜔𝑡) + 𝐵𝑐𝑜𝑠(𝜔𝑡) 

ما باید جمله ای با این جواب جمع کنیم که در معادله ناهمگن صدق کند. از آنجا که می دانیم مشتقات تابع نمایی همچنان  .است

 پس یک جمله نمایی کلی به جواب اضافه می کنیم: ،تابعی نمایی است

𝑥 = 𝐴𝑠𝑖𝑛(𝜔𝑡) + 𝐵𝑐𝑜𝑠(𝜔𝑡) + 𝐶𝑒𝜆𝑡 

 حسب ثوابتی که داریم بدست آوریم. قیدی که داریم این است که معادله  کردیم بررا که خودمان تعریف  𝜆و  𝐶که باید ثوابت 

𝑥̈ + 𝜔2𝑥 = 𝑎𝑒𝑏𝑡  :باید برقرار باشد 

𝑥̈ = −𝜔2(𝐴𝑠𝑖𝑛(𝜔𝑡) + 𝐵𝑐𝑜𝑠(𝜔𝑡)) + 𝜆2𝐶𝑒𝜆𝑡 

−𝜔2(𝐴𝑠𝑖𝑛(𝜔𝑡) + 𝐵𝑐𝑜𝑠(𝜔𝑡)) + 𝜆2𝐶𝑒𝜆𝑡 + 𝜔2(𝐴𝑠𝑖𝑛(𝜔𝑡) + 𝐵𝑐𝑜𝑠(𝜔𝑡) + 𝐶𝑒𝜆𝑡) = 𝑎𝑒𝑏𝑡 

𝑎𝑒𝑏𝑡 = 𝜆2𝐶𝑒𝜆𝑡 + 𝜔2𝐶𝑒𝜆𝑡 = 𝐶𝑒𝜆𝑡(𝜆2 + 𝜔2) 

 از این معادله می توانیم نتیجه بگیریم:

𝜆 = 𝑏 

𝑎 = 𝐶(𝜆2 + 𝜔2)   ⇒   𝐶 =
𝑎

𝜆2 + 𝜔2 =
𝑎

𝑏2 + 𝜔2 

 پس در نهایت:

𝑥 = 𝐴𝑠𝑖𝑛(𝜔𝑡) + 𝐵𝑐𝑜𝑠(𝜔𝑡) +
𝑎

𝑏2 + 𝜔2 𝑒
𝑏𝑡  

 ایم.نمودارهای این حالت را در صفحه بعد کشیده
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𝜔 = 1 , 𝑎 = 1 , 𝑏 = 0.1 

𝐴به ازای  1حالت  = 10 , 𝐵 = 0 

 

𝐴به ازای  2حالت  = 0 , 𝐵 = 1 
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 تابع سینوسی :- 3

 است.حاصل شده 𝑀̇این تابع از یک تابع کسینوسی 

𝑓(𝑡) = 𝑘 sin(𝑏𝑡) 

𝑥̈ + 𝜔2𝑥 = 𝑘 sin(𝑏𝑡) 

 کنیم:از این پس حل را به دو حالت تقسیم می

 

𝝎)حالت یک:   ≠ ±𝒃) 

زیرا مشتق دوم  ،یک تابع سینوسی است ،کنیمای که به جواب حالت همگن یا همان جواب عمومی اضافه میصورت جملهدر این 

 رسد:سینوس به تابع مشابه خودش می

 همگنی را صفر کند.(اشده معادله است و جواب خصوصی جوابی است که باید ن )جواب عمومی همان جواب حالت همگن

گیری شود و اگر هر دو تابع را اضافه کنیم بعد از مشتقها اختلاف فاز ایجاد میکسینوسی هم اضافه کرد فقط در جوابتوان تابع می

  کنیم که ضریب کسینوس باید صفر باشد.و جایگذاری مشاهده می

𝑥 = 𝐴𝑠𝑖𝑛(𝜔𝑡) + 𝐵𝑐𝑜𝑠(𝜔𝑡) + 𝐶𝑠𝑖𝑛(𝛾𝑡) 

𝑥̈ = −𝜔2(𝐴𝑠𝑖𝑛(𝜔𝑡) + 𝐵𝑐𝑜𝑠(𝜔𝑡)) − 𝐶𝛾2𝑠𝑖𝑛(𝛾𝑡) 

𝑥̈ کنیم:را در معادله اصلی جایگذاری می 

−𝜔2(𝐴𝑠𝑖𝑛(𝜔𝑡) + 𝐵𝑐𝑜𝑠(𝜔𝑡)) − 𝐶𝛾2𝑠𝑖𝑛(𝛾𝑡) + 𝜔2(𝐴𝑠𝑖𝑛(𝜔𝑡) + 𝐵𝑐𝑜𝑠(𝜔𝑡) + 𝐶𝑠𝑖𝑛(𝛾𝑡))

= 𝑘 sin(𝑏𝑡) 

−𝐶𝛾2𝑠𝑖𝑛(𝛾𝑡) + 𝜔2𝐶𝑠𝑖𝑛(𝛾𝑡) = 𝑘 sin(𝑏𝑡) 

𝐶𝑠𝑖𝑛(𝛾𝑡)(𝜔2 − 𝛾2) = 𝑘 sin(𝑏𝑡) 

 شود که:که فورا از این تساوی نتیجه می

𝛾 = 𝑏 

𝐶 =
𝑘

𝜔2 − 𝛾2 =
𝑘

𝜔2 − 𝑏2 

 و در نهایت:

𝑥 = 𝐴𝑠𝑖𝑛(𝜔𝑡) + 𝐵𝑐𝑜𝑠(𝜔𝑡) +
𝑘

𝜔2 − 𝑏2 𝑠𝑖𝑛(𝑏𝑡)  

𝜔بینیم شرط وجود جواب که می ≠ ±𝑏 .است  
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𝑘های این تابع به ازای )نمودار = 1 , 𝑏 = 1 , 𝜔2 =  اند.( کشیده شده 2

𝐴به ازای  1حالت  = 1 , 𝐵 = 0 

 

𝐴به ازای  2حالت  = 0 , 𝐵 = 10 
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𝝎)حالت دو:   = ±𝒃) 

 کنیم.( معادله را جدا می𝑥𝑐) ( و عمومی𝑥𝑝در این بخش برای سادگی جواب خصوصی )

𝑥𝑐 = 𝐴𝑠𝑖𝑛(𝜔𝑡) + 𝐵𝑐𝑜𝑠(𝜔𝑡) ⇒   𝑥̈𝑐 + 𝜔
2𝑥𝑐 = 0 

𝑥̈𝑝 + 𝜔
2𝑥𝑝 = 𝑘 sin(𝑏𝑡)   , 𝜔

2 = 𝑏2 

𝑥̈𝑝 + 𝑏
2𝑥𝑝 = 𝑘 sin(𝑏𝑡) 

 گیریم:معادله را به صورت زیر در نظر میجواب خصوصی این 

𝑥𝑝 = 𝑡(𝛼 sin(𝑏𝑡) + 𝛽 cos(𝑏𝑡)) 

را ساده کند و با مشتق گیری این ضریب داخلی   𝑏زیرا قرار است تابعی با بسامد    ،باشد  𝑏ضریب داخلی یا بسامد هردو تابع باید خود  

 کند.یا بسامد تغییری نمی

 در نتیجه: 

𝑥̇𝑝 = 𝑡(𝛼𝑏 cos(𝑏𝑡) − 𝛽𝑏 sin(𝑏𝑡)) + 𝛼 sin(𝑏𝑡) + 𝛽 cos(𝑏𝑡) 

𝑥̈𝑝 = 𝛼𝑏 cos(𝑏𝑡) − 𝛽𝑏 sin(𝑏𝑡) + 𝑡(−𝛼𝑏
2 sin(𝑏𝑡) − 𝛽𝑏2 cos(𝑏𝑡)) + 𝛼𝑏 cos(𝑏𝑡) − 𝛽𝑏 sin(𝑏𝑡) 

𝑥̈𝑝 = 2𝑏(𝛼 cos(𝑏𝑡) − 𝛽 sin(𝑏𝑡)) − 𝑏2𝑡(𝛼 sin(𝑏𝑡) + 𝛽 cos(𝑏𝑡)) 

𝑥̈𝑝 = 2𝑏(𝛼 cos(𝑏𝑡) − 𝛽 sin(𝑏𝑡)) − 𝑏2𝑥𝑝 

𝑥̈𝑝 + 𝑏
2𝑥𝑝 = 2𝑏(𝛼 cos(𝑏𝑡) − 𝛽 sin(𝑏𝑡)) = 𝑘 sin(𝑏𝑡) 

 شود که:نتیجه می

𝛼 = 0 

−2𝑏𝛽 = 𝑘 ⇒   𝛽 =
−𝑘

2𝑏
 

 و جواب معادله دیفرانسیل مجموع دو جواب عمومی و خصوصی است.

𝑥 = 𝑥𝑝 + 𝑥𝑐 

 : زیرا

𝑥̈𝑐 + 𝜔
2𝑥𝑐 + 𝑥̈𝑝 + 𝑏

2𝑥𝑝 = 𝑘 sin(𝑏𝑡) , 𝜔
2 = 𝑏2 

𝑑2

𝑑𝑡2 (𝑥𝑝 + 𝑥𝑐) + 𝜔
2(𝑥𝑝 + 𝑥𝑐) = 𝑘 sin(𝑏𝑡) 

𝑥𝑝)که به دنبال جواب آن بودیم. حالا تابعی پیدا کردیم  ،است ایکه این همان معادله + 𝑥𝑐 ).که در آن صدق کند 
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 شود:ین صورت میه ات جواب بیپس در نها

𝑥 = 𝐴𝑠𝑖𝑛(𝜔𝑡) + 𝐵𝑐𝑜𝑠(𝜔𝑡) −
𝑘𝑡

2𝑏
cos(𝑏𝑡)  

 

𝑘های این تابع به ازای ) نمودار = 1 , 𝑏 = 𝜔 =  اند.( کشیده شده 1

𝐴به ازای  1حالت  = 1 , 𝐵 = 0 

 

𝐴به ازای  2حالت  = 0 , 𝐵 = 10 

 

 

 

 

 

 

 

ها استخراج توانیم نتایج جالبی از آنگیری از ریاضیات، میهای طبیعی و بهرههایی برروی پدیدهسازی و اعمال فرضدیدیم که با مدل

ای برویم و با برازش دادهتحلیل هایروش تر کنیم، بهتر است به سراغها را به واقعیت نزدیککنیم. البته اگر بخواهیم این بررسی

 روابط تئوری را که در اختیار داریم اصلاح کنیم. ،هاداده
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